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Rappels

1. K =R ou C, parfois Q.
N, ={1,2,...,n}, n € N*.

2. Loi de composition interne (Ici) sur un ensemble E :

+: ExFE — E
(z,y) +— z+y

3. Loi de composition externe (lce) sur un ensemble E :

KxFEF — FE
\z) — Xow

4. Soit E un ensemble, + une lci sur E et - une lce sur E. (E,+,-) est un K-espace vectoriel
(K-ev) si, et seulement si,
— (F,+) est un groupe abélien : + est commutative, associative, admet un élément neutre
noté Og, et tout x € E est symétrisable de symétrique noté —x et appelé 'opposé de =x.
— La loi - vérifie les propriétés suivantes :

VaeK, Ve, ye E, a-(z+y)=a-x4+a-y

Va, BeK, Vx e E, (a+8)-x=a-z+0 -2

Va, BeK, Vx e E, (aff) - z=a-(8-2)=0-(a-x)
VeeE, 1-z==x

Les éléments de E s’appellent les vecteurs.

Les éléments de K s’appellent les scalaires.

5. Soit F un K-ev et F' une partie de E.

F est un sous-groupe de E
VoeK, VzeF, a-x e F
Op e F

<= Ve, ye F, x+y€eF
VaoeK, VxeF, a-x € F

Festunsevde E <—

F#0

<~
Va, beK, Ve, ye F, a-x+p-y€F
0 F

<~ B €

VaoeK, Ve, ye F, a-z+y e F
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10.

11.

12.

. Soit E un K-ev et X = {x1,...,2,} une partie finie de E.

n
Une combinaison linéaire d’éléments de X est tout vecteur de E de la forme g Q;x;, avec
i=1

pour tout 7 € N, a; € K.

Si X est infinie, une combinaison linéaire d’éléments de X est tout vecteur de E de la forme

m

Zaiaﬁi, avec m € N*, et pour tout 7 € N,,,, o; € K et z; € X.

i=1

Soit E un K-ev et X une partie de E. Le sev engendré par X, noté Vect(X), est I'intersection
de tous les sev de E contenant X. Vect(X) est le plus petit (pour C) sev de E contenant X.
De plus, Vect(X) est ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

. Soient F' et G deux sev d'un K-ev E.

- F+G=Vect(FUQG)
- F+G={z2€E; I(z,y) e FXG, z=a+y}.
F+ G estdirecte <= Vze F+G, d(z,y) e FXG;z=x+y
- — V(z,y) e FxXG, (a+y=0<=zx=y=0)
<~ FOGZ{OE}
On note dans ce cas F + G = F & G.
— F et G sont dits supplémentaires si, et seulement si, £ = F & G.

. Soient E un K-ev et B = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E.
— B est libre si, et seulement si,
n
Vai,...,a, € K, (Zaiei =0= (VieN,, o = 0)>
i=1
— Une famille est liée si elle n’est pas libre.
n
B est liée si, et seulement si, il existe aq,...,a, € K non tous nuls tels que Z a;e; = 0.
— Les vecteurs d’une famille libre (resp. liée) s’appellent des vecteurs 1inéairemenﬁc_ii1dépendants
(resp. dépendants).
— Deux vecteurs linéairement dépendants sont dits colinéaires.
— Une famille est liée si, et seulement si, 'un de ses vecteurs est une combinaison linéaire des
autres vecteurs.
Soit X une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. On dit que X est une famille

génératrice de E si, et seulement si, £ = Vect(X).

On dit que B est une base d’un K-ev F si, et seulement si, B est une famille libre et génératrice
de E.

— Un K-ev FE est dit de dimension finie s’il admet une famille génératice finie.

— Si E est un K-ev de dimension finie, alors il admet au moins une base et toutes les bases
ont le méme cardinal.

— Si E est un K-ev de dimension finie, on appelle dimension de E, et on note dimgFE, le
cardinal d’une base quelconque de E.

— dimg {0g} = 0.

— Soit F' un sev d’un K-ev de dimension finie F.
Alors F' est de dimension finie et dim F' < dim E. On a ’égalité si, et seulement si, F' = E :

FcCcFE
F=F
<:>{ dim F=dim FE
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— Si E est un K-ev de dimension fini, F' et G deux sev de FE, alors F' + GG est de dimension
finie et
dim (F + G) = dim F +dim G — dim (FNG)

Si F' et G sont en somme directe, alors
dim (F & G) =dim F+dim G
13. — Soient F et F deux K-evet u: E — F.
Vo, y € B, u(z +y) = u(x) + u(y)
VA e K, Vo € E,u(Ax) = Au(x)
u(OE) =0

VA eK, Vz, y € E, u(Ax + y) = du(x) + u(y)
< Y\ v€K, Vo, y € E, uAx +vy) = Mu(z) + yu(y)

u linéaire (morphisme d’ev) <=

—

— Soient E et F' des K-ev, on note L£(F, F') ’ensemble des applications linéaires de E dans
F.
— Soient E et F' des K-ev et u € L(E, F). Alors :

n n
VA1, s X €K, Vau,...,2n € E, u <Z Aa:) = Au(s)
i=1 i=1
— Soit E un K-ev, alors L(E, E) est noté L(FE) et u € L(E) est appelé un endomorphisme
de E.
— Soient E et F deux K-ev. Siu € L(E, F) et si u est bijective, on dit que u est un isomor-
phisme de F sur F. On note Isom(E, F') 'ensemble des isomorphismes de E sur F.
On dit que E est isomorphe a F et on note £ ~ F si, et seulement si, il existe un
isomorphisme de F sur F.
— Soit E un K-ev. Si u € L(F) et si u est bijective (i.e. u € Isom(E, E)), on dit que u est
un automorphisme de E. On note GL(FE) '’ensemble des automorphismes de E.

14. — Une matrice est une application

A: N,xN, — K
(4,7) N

Elle est représentée par

ail a2 e A1n

a1 ago e aon
A=

aml am2 ... Omn

On dit que A a m lignes et n colonnes.
On note M,, ,(K) I’ensemble des matrices a valeurs dans K et ayant m lignes et n colonnes.
— On note M, (K) 'ensemble des matrices a valeurs dans K et ayant n lignes et n colonnes.
Si A € M, (K), on dit que A est une matrice carrée d’ordre n, et les termes a;; avec i € N,
sont les termes de la diagonale principale.
— On note GL,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n inversibles.

15. Soient E et F deux K-ev de dimensions finies, B = (ey, ..., e,) et B’ = (€], ...,€,,) des bases
respectives de E et F, et u € L(E, F).
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— La matrice de u dans les bases B et B’ est notée M (u; B, B'), et est donnée par :

U1l U112 e Uln
, U1 Uu22 ce. U

M(u; B, B') =
Uml Um2 --. Umn

ou u e] Zuwe pour tout j € N,,.
i=1
- SmentmEE etyeF.

Donc z = Zmel tel que pour tout ¢ € N, x; € K, et y = Zyl tel que pour tout

. i=1 i=1
1 € Ny, y; € K.

T a1
On note X = : et Y =

Tn Ym
On a:

Y = AX <=y =u(z)
— L(E, F) est isomorphe a M,, ,,(K). En effet,

C: LEF) —
u — M(u; B

&

est un isomorphisme (pour des bases B et B’ fixées).
En particulier, L(FE) est isomorphe a M, (K).
— Soit v € L(F). Alors,

v est bijective si, et seulement si, M (v; B) est inversible

Dans ce cas M(v™'; B) = (M(v; B)) ™!
16. Changement de bases.
— Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B et B’ deux bases de E. On appelle
matrice de passage de B & B’ la matrice notée et définie par :

PBB’ = M(IdE,B/,B)

Ppp: est inversible et Py é, = Pp/p.
— Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (ey,...,e,) et B' = (e},...,¢€l)
deux bases de F/, et x € E.

n
I existe 1,..., Tpn, 2,..., 2,€ K, tels que x = E xTie; = g zhel
i=1 ;
/
On note X = : et X' = :|. Alors,

T z,

X = Pgp X'

— Soient E et F' des K-espace vectoriels de dimension finie, B et B’ deux bases de E, B; et
B deux bases de F, u € L(E,F), A= M(u;B,B;) et A’ = M(u; B, B}). Alors on a :

A" = Ppip, APpp
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17. Opération sur les matrices.
— Produit d’un scalaire et d’une matrice.
Soient A € K, A = (a;;j) € My n(K).

a1l Aaia ... Aaip
Aas Aasz ... Aagp

AM=0ay)=| 7 € My (K)
)\aml )\amg e )\amn

— Somme de deux matrices.
Soient A = (a;;), B = (bi;) € My, n(K).

a1 + b1 a2 +bi2 ... aip+bip
a1 + boy age +baa ... agy +boy

A+ B= (aij+bij) = : : : EMm,n(K)
ami+b+ml apmo+bmz ... amn+ bmn

— Produit de deux matrices.
Soient A = (aij) € Mm,n(K) et B = (b]k) S Mn,p(K)-
n

C = AB = (ci,) € My, p(K), tel que ¢, = Zaijbjk pour tout (i, k) € Np, x N,,.
j=1
o Exemple :
a b c
1 2 3
( 456 ) ! e J
g h

1

Ap_ [ at2d+3g b+2e+3h ct2f+3i
~\ 4a+5d+6g 4b+5e¢+6h 4c+5f +6i

18. Transposée d’une matrice.
Soit A = (asj) € My, n(K). On appelle la matrice transposée de la matrice A, la matrice

notée et définie par :

YA = (bij) € Mypm(K) ; V(i,5) € Np x Ny, bij = aj;

19. Déterminant d’une matrice (carrée).

_|e® =ad — bc, avec a, b, ¢, d € K.
c d
a b ¢
-~ Soit B=1| d e f | € M;3K).
g h 1
a b ¢
det(B):def:aef—bdf—i-cde
) h 1 g 1 g h
g h i

a(ei — fh) — b(di — gf) + c(dh — ge)

= aei—afh—bdi+ bgf + cdh — cge
ou



12

RAPPELS

det(B)

a(ei — fh) — d(bi — ch) + g(bf — ce)
aei —afh — bdi + cdh + bgf — cge




Chapitre 1

Matrices par blocs

1.1 Généralités

Définition 1 :
Soit A € My, »n(K). On appelle bloc de la matrice A toute restriction de A a I x J ou I C Ny, et
J CN,, I et J étant formés d’entiers consécutifs.

o Fxemple :
1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12
A= 13 14 15 16 17 18 | € M54(R)
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30

I'={2, 3} C N5, J={1, 2, 3} C Ng sont formés par des entiers consécutifs.

13 14 15

Définition 2 : \

Soit A = (a;j) € My, n(K). On peut écrire A de la forme suivante :

< T8 > est donc un bloc de la matrice A.

Ay oo Ay
A= : :
Ay .. Ay

¢
ot s, t € N*, et pour tout (7,5) € Ny x Ny, Aj; € M, n,;(K), avec m;,n; € N¥, Zml =m, et

=1
s
E nj =nNn.
7j=1

Les A;; sont les blocs. C’est une décomposition de A par blocs. J
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o Exemples :

112 3 4|5 6
112 3 4|5 6
1. A= est une décomposition par blocs de A.
112 3 4|5 6
112 3 4|5 6
x1
€2
x2 , 1 .
2. A= ) € My 1(K) peut s’écrire A = x ou X = : € My—11(K).
: .
Tn
Convention :

Si A est une matrice carrée, on considere les décompositions par blocs telles que :

— s =1, i.e. le nombre de blocs par ligne est égal au nombre de blocs par colonne,
— pour tout ¢ € Ny, n; = m;, i.e. les blocs A;; pour ¢ € Ny sont des matrices carrées.

A11 . Als
A= .
A1 ... Ass

Dans ce cas, les A;; s’appellent les blocs diagonaux.

o Exemples :

11 1(1 1

ald g 212 212 2

A=| ble h |, A= 3|3 3|3 3
clf i 414 414 4

5/5 5|5 5

1.2 Opérations sur les matrices par blocs

1.2.1 Addition
Soient A, B € My, ,(K). Pour faire ’addition en utilisant la décomposition par blocs, il faut que

A et B aient le méme nombre s de blocs par ligne et le méme nombre ¢ de blocs par colonnes. De

t s
plus, pour tout (i,7) € Ny X Ny, Ay, Bij € My, n,;(K), avec Zmi =m et an =n.
i=1 i=1

A .0 Ags By1 ... Bis Al +Bir ... Ais+ B
A+B= + =
A 0 A By ... By Apn+Ba ... A+ DBy
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1.2.2 Multiplication par un scalaire
Soient A € K et A € My, ,(K). On considere la décomposition par blocs suivante :

A ... Als

An oo Ags

t s

ot t, s € N*, et pour tout (i,5) € Ny x Ny, Aj; € My, 5, (K), avec Zm, =m et an =n.

i=1 i=1
Alors,

A1 ... Mg

M= :
DV VS D VZ P8

1.2.3 Multiplication de matrices

Soient A = (a;) € Myn(K), B = (b)) € Mp,(K) et C = AB = (ci5) € My, p(K). Alors pour

n
tout (7,7) € N, x Np, ¢;j = Zaikbkj-
k=1

On considere les décompositions par blocs suivantes :

A = (Ajx) oui € Ny et k € Ny, et pour tout (i, k) € Ny x Ny, A, € My, ., avec m;, n, € N,

t s
E mi:metg ng =n,
i=1 k=1

B = (By;) ot k € Ny et j € Ny, et pour tout (k,j) € Ng x Ny, By; € My, p,, avec ny, p; € N¥,

s q
an =net ij =Dp.
k=1 j=1

Donc C = (Cj;) avec i € Ny, j € Ny et Cy5 = ZAikBkj.
k=1

Ainsi, il faut pouvoir multiplier Ay et By, donc Ay € My, n,, €t Bij € Mp, p,; .
Par suite Cj; € My, p, -
o Exemple :

A A
Ao 21200 avec pour tout i, 5 € {1,2}, Aij € Nimyn;
A1 As

B B
B— 2120 avec pour tout i, j € {1,2}, Bij € Nuyp;
Bo1 By

AB — A11B11 + A12B21 A11Bi2 + A12Bgo
A91B11 + AgeBo1 A1 Big + Az Bao
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1.3 Matrices par blocs particuliéres

Matrices diagonales par blocs :

@ﬁm’tz’on 3 \

Soit A € M, (K). On dit que A est une matrice diagonale par blocs s’il existe une décomposition

par blocs de A de la forme :

An 0 0

A= 0
: -0
0 ... 0 A

S
ou s € N* et pour tout i € Ng, A;; € My, (K), avec n; € N* et an =n
C y,

o Exemple :

N

I
O O OO O =
O O OO O =
O O O NO O
O O oI N OoO O
W Ww w o oo o
W W w o oo o
W W w o oo o

Matrices triangulaires par blocs :

Définition 4 : \

Soit A € M,,(K). On dit que A est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) par blocs
s’il existe une décomposition par blocs de A de la forme :
Apn A oo Agg
0 )
A =
Asfl,s
0 0 Agg
resp.
A1 O 0
A
A 21
: . . 0
Asl v As,sfl Ass
ou s € N*, et pour tout i € N, A;; € M,,(K), et pour tout (7,j) € Ng_; x {i +1,...,s} (resp.
S
(4,7) €1{2,...,5}Ni_1), Aij € My, 5, (K), avec n;, € N* et an =n.

J
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o Exemple :

o

Il
o O OO0 o= =
S O OO0 O =
O O O N =
SOOI N =
W W WIN |~ =
W W WIN N~ =
W W WIN N~ =

Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs :

@)pm’été 5 \

Soit A € M, (K) une matrice triangulaire par blocs. Son déterminant est donné par

det A = H det A“
i=1

o s € N* est le nombre de blocs par ligne (ou par colonne) et A;; pour i € Ny sont les blocs
@gonaux. J

Preuve :

Démonstration dans un cas particulier :

M = ( 61 g ), avec A € M,(R), B € My(R) et C € M) 4(R)

On cherche a démontrer que det M = det A det B.

M s’écrit de la forme suivante :

I A
OnposeM1:<6) g)etM2:<0 Z)

On a que det M = det My det Ms. Démontrons que det My = det B et det My = det A.

Pour det My : on développe suivant la premiere ligne et on itére, on obtient

det My, = det B

Pour det M; : on développe suivant la derniere ligne et on itére, on obtient

det My = det A

D’ou
det M = det A det B
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* Remarque :
Soit A € M, (K) une matrice triangulaire par blocs. On note A;; ses blocs diagonaux avec i € Ny
ou s € N* est le nombre de blocs par ligne (ou par colonne).

A est inversible si, et seulement si, pour tout ¢ € Ny, A;; est inversible.
En effet A est inversible si, et seulement si, det A # 0.
Ainsi, on a
S
det A#0 <= [[det A #0
i=1
<— Vie Ny, det A 7'5 0

Donc A est inversible si, et seulement si, pour tout i € Ny, A;; est inversible.

De plus, dans ce cas A™! est de la forme :

Al B ... B
a0 '

. : : Bsfl,s

0 ... 0 A

S
ott pour tout (i,7) € Ny_1 x {i + 1,8}, Byj € Mp, n;(K), avec an =n.
i=1



Chapitre 2

Réduction des endomorphismes et des
matrices

K =R ou C (parfois Q).

2.1 Eléments propres

Soient £ un K-ev de dimension finien > 1, u € L(F), B = (e, ..., e,) une base de F et A € M, (K).

On notera dans la suite 0 le vecteur colonne 0y, 1.

@?m’tz’ons 1: \

1. On dit que A € K est une valeur propre (vp) de u (resp. de A) s’il existe x # O (resp. X # 0)
tel que u(x) = Az (resp. AX = \X).

2. On dit que 2 # 0p est un vecteur propre (VD) de u (resp. A) 8’il existe A € K tel que u(z) = A\
(resp. AX = \X).

K Siu(z) = Az (x # 0g), on dit que x est un VP associé & la vp . /

* Remarques :
1. Une vp A € K de u associée a un v_f) x € E est unique.
En effet, u(z) = Az. Supposons qu’il existe u € K, tel que u(x) = px.
M=pr=—= A—p)r=0g(avecx #0p) = A—pu=0= A= pu.
2. Un @ x € FE de u associé a la vp A € K n’est pas unique.
En effet, u(z) = A\x.
u(2z) = 2u(x) = 2\z = \(2z) avec 2z # 0. Donc 2z est un vp de u associé & \.

Définition 2 :
On appelle spectre de u (resp. A) et on note Sp(u) (resp. Sp(A)) Pensemble des vp de u (resp. A).

Sp(u) = {A1, oy Ao}
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*x Remarque :
Soit A = M (u; B).

Avpdeu <= Elx:inei#OE;u(x):)\x
i=1
x1
— dX = : #0; AX =X
Tn
< Avpde A

Notations :
e=1idgetI=1,.

Caractérisation des vp :

A vp de u Jr #0g; ulzx) = <= Iz #0; (u—Xe)(z) =0

Ker(u— Xe) # {0g} <= u — Ae non injectif

A — M\I non inversible
det(A— X)) =0

<~
—
Avpde A <= Ker(A— M) # {0}
<~
<~
— rg(A-Xl)<n

Cas particulier :

Ovpdeu <= Keru#{0g} <= u non injectif

Ovpde A < Ker A# {0}
<= A non inversible
<~ det A=0
<~ rgA<n

Sous-espaces propres :

Définition 3 : \
u€ L(E) et X € Sp(u).

On appelle sous-espace propre de u associé a A le sev de E, noté SEP(u,\) ou E)(u), et défini
par :

SEP(u,)\) = Ex(u) = Ker(u— Xe) = {z € E; u(z) = Az} = {¥p associés & A\} U{0g}

Rappel :
Soit I un sev de E.

(F' est stable par u)<= u(F) C F <= (Vz € F, u(z) € F).
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Proposition 4 :
Soit A € Sp(u). Alors, Ey(u) est stable par u.
Preuve :
z € E\(u) <= u(z)= = u(u(z)) =u(Az) = u(u(z)) = Iu(x)
= (u—Xe) (u(z)) =0 = u(x) € Ex(u)
Donc u (Ey\(u)) C Ex(u).
o Exemples :
1. Soit a € K fini. Déterminer les vp et vp de la fonction :
hoe: E — FE
r — ax
(Avpde hy) <= @z #0g; holz) = A\v) < (z # 0 ; azx = A\x)
— (x#0p; (a—N)x=0g) <= A=«
Donc Sp (ha) = {a}.
(z VD de ho) <= (z # Op et ho(z) = ax) <= z € E — {0g}.
Ey(u) = SEP(u,\) = E.
2. Trouver les vp et @ de la matrice
1 ... 1
A= € M,(K)
1 ... 1
Z1
Avpde A <— 3JX = : #0; AX =X
Tn
r1+xo+ ...tz =Ar1 (1)
T1+To+ ...+ x, = A22
— J(z1,...,2p) € K*" — Ogn ;
T1+ 2o+ ... +xy = ATy
- SiA=0,(1)=ax1+x2+... 42, =0.
T
Donc A =0 est vp de A et SEP(A,0) = ¢ X = : ;1 +axa+ ..+ x, =0 (hy-
Ty,
perplan de dimension n — 1).
- SiA#0,
ALy :/\$2:...)\xn:>x1:l‘2:...:xn
(1) = nx1 = Az1 (2)
Or,
X #0=>(Fi € Ny; a; #0) =2(Vi € Ny, z; #0)
(2)=A=n
x
Donc A=nest une vpde Aet SEP(A,n)=¢X=1| : |,z€K
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{mposition 5: \

Soit u € L(E). Si A1, ..., Ap sont des vp deux a deux distinctes de u et 1, ..., z, des VP de u associés

a A1, ..., Ap respectivement, alors :

1. (z1,...,xp) est une famille libre.

N

P
E), (u) est directe.
i=1

J

Preuve :

1. Par récurrence sur p > 1.

- Pour p =1,
T ﬁ associé a A\ = 1 # 0 = (1) est libre.
- Supposons le résultat vrai pour (p — 1) vp distinctes et démontrons le résultat pour p.

p
Soit aq, ..., € K Zaixi =0g (*).
i=1

P P
u linéaire = u (Z Oéﬂh‘) =0 = Z a;u (z;) = 0p.

i=1 =1
P

T VP = Z (X)) z; = 0p (xx).
Donc =

(¥) = a1x1 4+ ... + p_12p_1 + apxp = 0p (1)

(**) - (al)\l) xr1+ ...+ (ap—l)\p—l) Tp + (ap/\p) Tp = Og (2)
/\p(l) — (2) - ()\p — )\1) 1+ ... Fop1 ()\p — )\p—l) Tp—1 = Og.
(HR)== ((x1,...,xp—1) est libre) = (Vi € Np_1, a;(A\p— ;) =0) = (Vi € N1, a; =0)
car \j # A,
De plus,
(1) = apz, =0 = a, = 0 (car z, est un vp).
Ainsi, tous les oy sont nuls et (z1,...,2,) est une famille libre.

P

P
2. Soit (y1,...yp) € HEM (u) tels que Zyi =0.

i=1 i=1

Supposons qu’il existe des y; non nuls. On note pg leur nombre (1 < py < p) et on suppose
qu’il s’agit de y1,...yp,. Or comme ce sont des vecteurs non nuls de SEP de u alors ce sont
des @ associés a des vp deux a deux distinctes. Par suite (yi,...,¥p,) est une famille libre.

Po

p
D’autre part, 0 = Z Yi = Zyi. Par suite (y1,...,yp,) est une famille liée, contradiction.

i=1 i=1

P
Par suite, pour tout ¢ € N, y; = 0 et ZE/M(U) = @EAi (u).

i=1 i=1

*x Remarque :

P
; . . . \
@ E),(u) n’est pas nécessairement égale a E.
i=1
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2.2 Polyndémes caractéristiques

Soit u € L(E), E de dimension finie n > 1, B = (ey, ..., €,) une base de E et A € M, (K).

Définition 6 : \

On appelle polynome caractéristique de u (resp. A)le polynéme noté et défini par :

Tu(X) = det(u — Xe) (resp. ma(X) = det(A — XI)), avec X € K

all — X ai19 e A1n

asy a22—X as
Si A = (a;j), alors m4(X) = "

\ anl coo Qpp — X

Proposition 7 :

\_

7y (resp. m4) est un polynéme de degré n, et on a :

7A(X) = (=1)"X" + (—1)" " Lr(A) X" 4+ .+ det A

* Remarques :

1. t?"(A) = ia”
=1

2. (—=1)"X™ provient du terme produit des éléments de la diagonale principale.
3. det A est la constante car m4(0) = det A.

4. Dans la pratique, on écrira :

allr — A a12 a1n
a21 agg—)\ a92n,
ma(N\) =

an1 et Qpp — A
o Exemple :
A:(a b)eMg(K).

c d
a— A b 9
VA eK, ma(N) = d— ) =(a—A)(d—=X) —bc=X —(a+d)A+ (ad — be)
C —_—

= (=1)2A% 4 (—1)tr(A)A + det A

Théoreme 8 :
Les racines du polynéme caractéristique de u (resp. de A) sont les vp de u (resp. de A).
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Preuve :
Aest une vp de u <= A — Al non inversible
< det(A—X)=0
< T A()\) =0
<= )\ est une racine de w4
Rappel :

Deux matrices A et A’ de M, (K) sont dites semblables (A ~ A’) si, et seulement si, il existe
P € GL,(K) tel que A’ = P~1AP.

Proposition 9 :
Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

Preuve :
Soient A, A" € M, (K) tels que A ~ A’. Donc il existe P € GL,(K) tel que A’ = P~tAP.
A'=P'AP = VAeK, na(N) = det(A — ) =det(P~'AP — XI) = det (P~'(A — X)P)
= det P71 det(A — \I) det P

TA(A)
> TA=TAaA

x Conséquence :
Deux matrices semblables ont les mémes vp.

Définition 10 :
Soit A une vp de u (resp. A). On appelle ordre de multiplicité de A, son ordre de multiplicité en
tant que racine de m, (resp. m4).

Théoreme 11 :
Soit A € Sp(u) (resp. A € Sp(S)), d’ordre de multiplicité ng > 1.
Alors 1 < dim Eyx(u) < ng (resp. 1 < dim SEP(A,\) < ny).

Preuve_:

— Démontrons que dim Ey(u) > 1:
AZwvpdeu = dze€E, x#0; z€ E\(u) = Ex\(u) # {0g}
= dim E\(u) > 1
— Démontrons que dim Ey(u) < ng :
Soit p = dim E\(u). dim E)(u) étant un sev de E, p < n.
Soit (eq, ..., ep) une base de E)(u), complétée en une base B = (e1, ..., €p, €pt1,-..,€pn) de E.
Comme pour tout ¢ € N, e; € Ey(u), alors u(e;)Ae;. Par suite la matrice de u dans la base

A_M<u,B>_<”p M)

B s’écrit de la forme :

0 L
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ou M € My n—p(K) et L € M,_,(K).
Par suite,on a :
(A — X)I, M
0 L—XI,_,
= det((A\— X)I,)det(L — X1I,—p)
(A — X)Pr(X)
7w (X) étant un polynéme, alors (A — X)P divise m,. Donc A est une racine de m, d’ordre

Ty =7 =det(A—X1I,) =

supérieur ou égal a p.
A est une racine de m, d’ordre ng. D’ou ng > p.
Ainsi, dim E)(u) < ng.

x Conséquence :
Si A est une vp simple de u, alors dim Ey(u) = 1.

En effet, d’apres le théoreme précédent, 1 < dim Ey(u) < 1.
o Exemples :

1. Soit o € K, et E un K-ev de dimension finie n > 1. Trouver les vp et ﬁ de

ho: £ — FE
T — az

Solution :

Soit B = (ey,...,ey) une base de E.
Vi € Ny, haole;) = ae;.

a 0 ... 0
A=MhoB) = | ° ©
S
0 0 «
a— A 0 0
ek mo)=m)=| © “Tr T o
: 0
0 0 a—A

Ainsi A = « est une racine d’ordre n de 7y, . C’est donc 'unique vp de h, (ordre n).
De plus, pour tout x € E, ho(z) = ar = Az, donc x € SEP(hy, ). D'ou E C SEP(hg,a)
et E = SEP(hg,q).

2. Trouver les vp et @ de

T

I
NI
ORI
— NN

Solution :

Soit A € R.
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AN = 2 1-Xx 2 |=06-NA+1)>%
2 2 1-—A

Donc A =5 est une vp simple et A = —1 est une vp double.
x

Soit X = y | € M31(R)

z

AX =AX = (A-M)X=0<=| 2 1-1 2 y | =0

(I-Nzx+2y+22=0
= 20+ (1—=Ny+22=0
20 +2y+(1—-XN)z=0
Pour A =5:
—dx+2y+22=0
20 —4dy+22=0 <=zr=y==2
20+ 2y —42z=0

x
Donc X =| =z | ==
x
1
Dot SEP(A,5) = Vect uavecu = | 1
1
De plus, u # 0, par suite (u) est libre, et c’est une base de SEP(A,5).
Pour A = -1
20 +2y+22=0
20 +2y+22=0 < z=-z—y
2042y +22=0
1
Donc X = Y =z 0 +y 1
- =y -1 -1
1 0
D’ou SEP(A,—1) = Vect(v,w), o v = 0 et w= 1
-1 —1

De plus, v et w sont non colinéaires, donc (v, w) est libre, c’est donc une base de SEP(A, —1).
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2.3 Diagonalisation

FE est un K-ev de dimension finie n > 1.
Définition 12 : \

1. u € L(F) est dit diagonalisable s’il existe une base B de E tel que M (u; B) soit diagonale.

2. A € M, (K) est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale :

3D € D,(K), P€ GL,(K); D =P 'AP

N J

*x Remarques :

1. 1l existe des matrices et des endomorphismes non diagonalisables. Nous verrons par la suite
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un endomorphisme ou une matrice soient

diagonalisables.
2. Toute matrice diagonale est diagonalisable (P = I).
3. Si B est une base de E, u € L(E) et A= M(u; B), alors 7, = 74.
En effet :
Si A = M(u; B), alors pour tout A € K, A=A = M (u—M\e; B), et det(A—\I) = det(u— Ne).

Par suite, m4 = m,.

Propriété 13 :
Si B est une base de E, u € L(E) et A= M(u; B), alors :

u est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable

Preuve :

- Supposons que u est diagonalisable.
u est diagonalisable donc il existe une base B’ de E telle que D = M (u; B) soit diagonale.
Soit P = Ppgp, alors P € GL,(K) et D = P~'AP. Par suite A est diagonalisable.

- Supposons que A est diagonalisable.
Si A est diagonalisable, donc il existe P € GL,,(K) et D € D, (K) tels que D = P~1AP.
Soit B’ la base de F définie par Pggr = P. Alors D = M (u; B’), et u est donc diagonalisable.
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6éoréme 14 : \

Caractérisation de la diagonalisation

Soit u € L(F). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) u est diagonalisable.
(i) Tl existe une base de E formée de vp de u.

(i) E= > Ex(u).

AESP(u)

(iv) dim E = Y dim Ex(u)

N

AESP(u) /

Preuve :

- Supposons que (i) est vérifiée.

u est diagonalisable donc il existe une base B = (ey,...,e,) de E telle que M (u; B) soit
diagonale. Donc

A 0 ... 0
MwB=| 0

: . .0

0O ... 0 M\,

Donc pour tout i € Ny, u(e;) = \je;, €; # 0 (élément d’'une base). Donc pour tout i € N,,, e;
est un \% de u. Donc B est une base formée de v—f) de u.

- Supposons que (i) est vérifiée.

Comme Z Ey(u) est un sev de FE, il suffit de démontrer que E C Z Ey(u).
AESp(u) AESp(u)
D’apres (ii), il existe une base B = (e, ..., e,) de E formée de V_f) de u. Soit pour tout 7 € N,,,

Ai la vp de u associée a e; (les \; ne sont pas nécessairement deux a deux distinctes).
n

Soit x € E. Comme B est une base de F, alors x = Zwiei, ou pour tout i € N, z; € K.

i=1
Pour tout i € N,,, e; € Ey, (u), donc z;e; € Ejy, (u) C Z Ey(u).
AESp(u)
Par suite z = Zazzez € Z Ey(u), et E C Z Ey\(u)
AESP(u) AeSp(u)

D’ou l’egahte.

- Supposons que (4i7) est vérifiée.

On note Sp(u) = {A1,... Ap}, 1 <p < n, ot les \; sont deux a deux distinctes.
n n

Alors E =Y Ej (u) = @ By, (u)

=1

Par suite dim E = Z dim Ey,(u Z dim E\(u
=1 AESP(u)

- Supposons que (iv) est vérifiée.

On note Sp(u) = {A1,... \p}, 1 < p <n, ot les \; sont deux & deux distinctes.

Par suite Z Ey\(u) = ZE}W(U) = @E)\l(u)
=1 1=1

AeSp(u)
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p
De plus, on a que dim E = Z dim Ejy,(u).

i=1
Soit pour tout i € Ny, B; = (ej1,...,€in;) une base de Ey, (u). B; est formée de @ de u

associés a la vp A;.

On note B = UY_, B;. La somme Z E),(u) étant directe, alors B est libre.
Et on a, =

Card(B Z Card(B Z dim E\,(u) = dim E.

Par suite B est une base de E (formee de @ de u).
Comme pour tout i € N, et pour tout j € Ny, u(e;j) = Aiejj, alors :

A1

Al

M(u; B) =
(u: B) N

Par suite u est diagonalisable.

Eéoréme 15 : \

Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation
Soit u € L(E). On note pour tout A € Sp(u), dy ordre de multiplicité de la vp A. Alors :

7, est scindé

VA € Sp(u), dim Ex(u) = dy

N /

Preuve_:

u est diagonalisable <= {

- Supposons que u est diagonalisable.
u est diagonalisable, donc il existe une base B = (e;)1<i<n de E formée de @ de u. Pour
tout ¢ € N,,, on note \; la vp associée a e;. Par suite :

A1
Mw;B)=1 0 . 0

n
et my(X) = 1_‘[()\Z — X). Par suite 7, est scindé.

7
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Notons Sp(u) = {A1,...,Ap}, ot les \; sont deux & deux distinctes, et pour tout i € N,
d; = dy, ordre de multiplicité de \; et w; = dim Ey,(u).

Pour tout 7 € N, 1 < w; < d;.
p

Or 7, étant scindé, m, = H()‘Z — X)d,

i=1

p
Par suite, dim F = deg 7, = Z d;.
i=1

P
u étant diagonaisable, dim E = Z Wy
i=1

P p
Par suite Z d; = Zwi, avec pour tout 7 € Ny, w; < d;.
=1 i=1

P p

Sipour j € Ny, d; # wj, alors w; < d; et par suite Z w; < Z d; et on n’aurait plus I’égalité.
i=1 i=1

Ainsi, pour tout 7 € Ny, w; = d;.

- Supposons que m, est scindé et que pour tout A € Sp(u), dim E\(u) = dj,

Notons Sp(u) = {A1,...,Ap}, out les \; sont deux & deux distinctes, et pour tout i € N,
d; = dy, Vordre de multiplicité de \; et w; = dim E},(u).

P
my €tant scindé, m, = H(’\l — X)),

i=1

p P
Ainsi, dim E = deg m, = » di =Y _w;.
=1 =1

Par suite, dim E = Z dim E\(u) et u est diagonalisable.
AeSp(u)

Théoréeme 16 :

Condition suffisante de diagonalisation

Si u admet n vp deux a deux distinctes, alors u est diagonalisable.

Preuve :

Soient A1,..., A, les vp de u.

7, est un polynome de degré n, dont les racines sont les vp de wu.

n

u ayant n vp, alors m, = l_[(/\Z — X). Par suite, m, est scindé, et les vp de u sont des vp simples.

i=1

Par suite pour tout ¢ € N,,, dim E,(u) = 1 qui n’est autre que l'ordre de multiplicité de ;.

D’ou, u est diagonalisable.

* Remarques :

1. Soit u € L(E) et A € Sp(u).

dim Ey\(u) = dim Ker(u— Xe) = dim E — rg(u — Xe).
Pour A € M,,(K) et A € Sp(A), dim SEP(A,\) = dim Ker(A— X ) =n—rg(A— \).
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Ainsi, dans la pratique, il suffit de calculer le rang pour avoir la dimension du sous-espace
propre.
2. Soit A € M,(K). Si A est diagonalisable, diagonaliser A revient & déterminer une matrice

D € D, (K) et une matrice P € GL,(K).

— Les éléments diagonaux de D sont les vp de A.

— P = Pp,B, ou By est la base canonique de K" et B la base formée des vp de A. En effet,
soit u l'unique endomorphisme de K" tel que A = M (u; Byp). Par suite, D = M (u; B).
Ainsi D = Pgp,APp,p = P"'AP, avec P = Pp,p.

2.4 Trigonalisation

E est un K-ev de dimension finie n > 1, u € L(E) et A € M, (K).

Définitions 17 :

1. u € L(FE) est dite trigonalisable s’il existe une base B de E telle que M (u; B) soit triangulaire
supérieure.

2. A € M,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure.

* Remarque :

Si A= M(u; B), alors

u est trigonalisable si, et seulement si, A est trigonalisable

Théoréeme 18 :

Condition nécessaire et suffisante de trigonalisation

A (resp. u) est trigonalisable si et seulement si w4 (resp. m,) est scindé.

Preuve :

- Supposons que u est trigonalisable.
Si u est trigonalisable, alors il existe une base B de E telle que

/\1 aly ... A1n
A= M(u;B) = 0 A2
. RE an—1,n
0 0 An
Donc :
/\1 — X a2 e A1
0 Ao — X -
Tu(X) = 7a(X) = _ ? =TI —x)
n—1,n =1

0 0 M\—X



32 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES

Par suite, m, est scindé.
- Supposons que A est trigonalisable.
On démontre par récurrence sur n = dim E.
Soit P(n) la propriété :
“Pour tout K — ev de dimension n > 1, si u € L(E) est tel que 7, est scindé, alors u est
trigonalisable.”
— P(1) est vraie car si dim E =1 et si (e) est une base de E, alors M (u; (e)) = (A) est une
matrice triangulaire supérieure.
— Supposons la propriété vraie pour n — 1 (H.R.) et démontrons qu’elle est vraie pour n.
— Soit un F un K-ev de dimension n > 2 et u € L(E) tels que 7, soit scindé.
m, étant scindé, alors m, admet au moins une racine, et par suite u admet au moins une
vp.
Soit donc X\ une vp de u et e; un ﬁ de w associé a A. e; étant non nul, (e1) est libre, et
peut donc étre complétée en une base B = (ej,uz...,u,) de E.
Soit F' = Vect(ug,...,uy,). Donc dim FF=n—1et E=Ke; @ F, ou Ke; = Vect(ey).
On considere les applications suivantes :
g=uyr: F — E ot P E=KeidF — F
x — g(z) =u(z) r=x1+x2 +—— X2
p est la projection sur F parallelement a Ke;. Donc :
SizeF, p(r) ==z, et six € Key, p(x) =0.
Soit h =pog e L(F).
On note A = M (u; B) = (a4)-
Pour tout j > 2, on a:

n
u(u]) = ayje1 + E Qi Uj
=2
et donc
n

h(uj) = p(u(ej)) = p (Z ayjer + Y aij“i) = ayu
=1 =2 =2
A L
0 M
ou L € M —1(K) et M € M,_1(K), avec M = M(h; (ug, ..., up)).
Ainsi, 70(X) = (A — X)det(M — XIn_1) = (A — X)mar(X) = (A — X)mp(X).

Par suite A = M (u; B) =

7, étant scindé, il en est de méme pour 7. De plus h € L(F) et dim F = n — 1.
D’apres 'H.R. h est trigonalisable. Par suite, il existe une base (vg,...,v,) de F telle que
T = M(h; (va,...,vy)) soit triangulaire supérieure.

Comme E =Ke; & F, B’ = (e1,v2,...,v,) est une base de E, et on a

AL
M(u; B') =
M (u; B') étant triangulaire supérieure, alors u est trigonalisable.

*x Remarques :

1. Toute matrice A de M,,(C) et tout endomorphisme u d’un C-ev sont trigonalisables car dans
C, tout polynéme est scindé.
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2. La démonstration du théoreme précédent donne une méthode pratique pour la trigonalisation
des matrices et des endomorphismes.
Soit par exemple un endomorphisme trigonalisable u d’un K-ev de dimension finie n > 1.
On commence par trouver les vp et les V_f) de u.
Soit Sp(u) = {A1,..., A}
Pour tout i € Ny, on note N; = SEP(u, \;) et B; une base de N;.

P P

Soit F' = @Ni et B = U B; = (e1,...,em). B est une base de F. On la complete en une
i=1 i=1

base By = (€1, ..., €m,Em+1s---,6n) de E.

D L
0 M
i € Ny, e; est un @), L e My pn—m(K), et M € M,_,(K).

Pour trigonaliser u il suffit de trigonaliser M.

M(u; By) = ou D € D,,(K) (la diagonale étant formée des vp car pour tout
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Chapitre 3

Réduction des endomorphismes et des
matrices- niveau 2

Dans tout ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

3.1 Stabilité d’un sev par un endomorphisme

Définition 1 :
Soit F' un sev de E et u € L(E). On dit que F est stable par u si u(F) C F.

o Exemples :

1. Siue L(E), un SEP de u est stable par u.
En effet :
Soit A une vp de u, et x € SEP(u,\). Montrons que y = u(x) € SEP(u, \).
u(y) = u(u(z)) = u(Ax) = Au(z) = A\y. Donc y = u(z) € SEP(u, \).

2. Siu € L(E), Ker u et Im u sont stables par u.

En effet :
- Soit x € Ker u, donc u(z) =0, et u(u(x)) =0 (u linéaire).
Par suite u(z) € Ker u, et Ker u est stable par u.
- Siz € Im u, alors u(x) € I'm u, par définition de I'm w. Ainsi, I'm u est stable par w.

3. Soient u, v € L(F). Siuov =wvou, alors Ker u et Im u sont stables par v (de méme Ker v
et I'm v sont stables par u).
En effet :

- Soit y € I'm w. 1l existe donc z € E tel que y = u(x).
Ainsi,

v(y) = v(u(z)) = (vou)(x) = (uwov)(z) = u(v(z) € Imu

D’ou I'm u est stable par v.
- Pour tout z € Ker u, u(x) = 0g
Par suite,
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vou(x) =0=uov(r) =0= u(v(z)) =0= v(z) € Keru

D’ou Ker u est stable par v.

Caractérisation d’un sev stable :

@posz’tz’on 2: \

Soient u € L(E) et F un sev de E.
F est stable par u, si, et seulement si, il existe une base B = (e, eg, ..., e5,) de E telle que (e, ..., ep)

soit une base de F' ou p = dim F, et

A M
M (u; B) =
On—pp N
ou A e M,(K), M € Mp,,—,(K) et N € M,,_,(K). /

Preuve :

- Supposons que F' est stable par u.
F est un sev de E et dim F' = p, donc il existe une base (eq, ..., ¢5) de F. On peut la compléter
en une base B = (e, .., €p, €pt1, ..., €n) de E.
De plus, pour tout ¢ € Ny, u(e;) € F car F est stable. Donc u(e;) s’écrit en fonction de
€1, .-, €p.

- La réciproque est évidente.

* Remarques :

1. Comme F' est stable par u, on peut définir ’endomorphisme de F' suivant :

v: f — F

De plus, la matrice A donnée par le théoreme vérifie A = M (v, (eq, ..., €p)).
2. II, divise II,,. En effet :

A—XI, M

n—p

det(A — XL)det(N — XT,,_p) = TL4(X)IIy(X)

IIy(X) étant un polynéme, alors I, divise II,,.
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3.2 Polynémes d’un endomorphisme et d’'une matrice

Définitions 3 :

Soient P = Zaka e K[X],ue L(E) et A€ M,(K).
k=0

1. On appelle polynéme de u, ’endomorphisme de E donné et défini par :

P(u) = Z apu®
k=0

2. On appelle polynéme de A, la matrice de M,,(K) donnée et définie par :

P(A) = Z apA*
k=0

N

o Ezxemples :
Soient u € L(E) et A € M,(K).

1. Si P =2, alors P(u) = 2e et P(A) = 21.
2. Si P=3X —1,alors P(u) =3u—eet P(A) =3A—1.

ﬁ)pm’étés 4
Soient P, Q € K[X], A€ K, u € L(F) et A€ M,(K).
L (P+Q)(u) = Pu) + Q(u), (P+ Q)(A) = P(A) + Q(A)
2. (AP)(u) = AP(u), (AP)(A) = AP(A)
3. (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = (Q
( P

P)(u) = Q(u) o P(u),
\ PQ)(A) = P(A)Q(A) (

Q(A)P(A)

(QP)(A4)

* Remarque :
Dans 3, si Q = X, alors Q(u) = u et P(u) ou = wuo P(u).

Donc I'm P(u) et Ker P(u) sont stables par .

Propriété 5 :
Soit u € L(E) et B une base de E. Alors,
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x Conséquence :
Si B est une base de E, u € L(E), A= M(u; B) et P € K[X], alors

P(A) = P(M(u; B)) = M(P(u); B)

Polynoémes annulateurs

Définition 6 :
Soient P € K[X], A € M,(K) et u € L(E). On dit que P est un polynéme annulateur de u (resp.
de A) si P(u) = 0z g). (vesp. P(A) = 0)

*x Remarque :
Toutes les propriétés valables pour les polynéme d’endomorphismes sont valables pour les pol-
nynomes de matrices et réciproquement.

o Exemples :
1. Le polynome nul est annulateur de tout endomorphisme.

2. Siu € L(E) vérifie u> —u+e = Ogg), le polynome P = X? — X + 1 est un annulateur de w.

Proposition 7 :
Pour tout u € L(FE), il existe un unique polynéme unitaire Py tel que Py(u) = 0 et qui vérifie

VP e K[X], (P(u) =0 = (F divise P))

Preuve :

Soit I = {A € K[X] ; A(u) = 0}.

I est un idéal de K[X]. En effet,
- Pour tous P, Q € I,,

(P+Q)(u) = P(u) + Q(u) =0
Donc P+ Q € 1.
- Pour tous P € K[X], Q € 1,
(PQ)(u) = P(u) o Q(u) =0

Donc PQ € 1.
Or K[X] est un anneau principal, donc tous ces idéaux sont engendrés par un seul élément de K[X]
i.e. il existe P € K[X] tel que I = PK[X] = {multiples de P} = {PQ, Q € K[X]}.

De plus, si P; engendre I et P, engendre I, alors il existe a € K, tel que P, = aPs.
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Donc il existe un unique élément de K[X] unitaire Py, tel que I = PBK[X] = {multiples de Fy}, ce
qui démontre le résultat.

Définition 8 :
Le polynéme ainsi trouvé s’appelle le polynoéme minimal de u. On le note M, ou p,, :
M, (u) =0 et si P(u) =0 alors M, divise P.

Théoréme 9 :
Théoreme de Cayley - Hamilton
Soit u € L(FE) (resp. A € M, (K)), alors II,,(u) = 0 (resp. II4(A4) = 0).

Preuve_:
On fera la démonstration dans le cas ou K = C.

Si K = C, alors 11, est scindé et u est trigonalisable.

Il existe donc une base B = (e, ...,e,) de E telle que;

A t12 t13 tin
A— M(U,B) _ 0 Ao to3 ton
0 0 0 An

ou les \; sont les valeurs propres de wu.
Posons pour tout ¢ € N,,, F; = Vect(ey,...,e;) et Fy = {Og}. Donc F,, = E.

Idée de la démonstration : :

On veut démontrer que IL,(u) = 0.
Or

(X =N)
1

IL(X) = [Jv = x) = (=1)"

=1 A

On pose pour tout i € N,,, P;(X) =X — \;, et f; = P;(u) = u — \e, alors
Iy(u) = (=1)"fio fao...ofy

Il faut donc démontrer que
Jiofeo..ofrn="0gp)

i.e. pour tout x € F,
fl e} f2 0...0 fn<l') = OE

En d’autres termes il faut démontrer que
fiofao..ofu(E)=0g

Or E = F, et {0} = Fp.
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Il faut donc démontrer que
fiofao.ofu(Fn) C Fy

Ainsi, si on démontre que pour tout i € N, f;(F;) C F;_1, on aura
ficr (fi(F3)) C fimr (Fim1) C Fica, fio (fim1 (fi(F)))) C fim2 (Fi2) C Fis, ..

On a alors

fio fao..o fi(F;) C Fy

Pour ¢ = n, on obtient 'inclusion voulue.
Reste donc a démontrer que pour ¢ € N,,, fi(F;) C Fj_1.

Pour cela, on démontre que pour ¢ € N, fi(F;) C F;_1, donc que F;_; est stable par f; et
filei) € Fia
- Montrons que pour tous %, j € N, F; est stable par f; = u — Aje.
e étant l'identité F; est stable par Aje.
De plus, F; est stable par u. En effet, pour tout z € F;,

Tr = Z agier, et u(z Zam u(eg)

Or pour k € Ny,
u(er) = tiger + togea + ... +tp_1 pep—1 + Ajer, € F;

Donc u(z) € F;. Ainsi, u(F;) C Fj, et F; est stable par u.
Par suite, F; est stable par f;. En particulier, F;_; est stable par f;.

- On a
i1
i) =) triek + Aies
k=1
Donc
(u — Ne)(e ZtklekGFL 1

On a ainsi démontré que f;(F;) C Fj_1.

Le raisonnement précédent, montre que

I, (u) = fio fao..ofp = Oz(p)

et I, est donc un polynome annulateur de u.

x Conséquence :
M,, divise II,, d’apres la définition du polynéme minimal et du théoréeme de Cayley-Hamilton.

* Remarque :
Si A€ My(K), et ITa(X) = X3 — X2 +2 alors [I4(A) = A% — A% + 21 = 0.

1 1
Donc A(A — A?) = 2I. A est donc inversible et A~! = 5(—A2 +A) = §A(—A +1).
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o Exemple :

1
Soit A=1| 0
2

o N O

1
0 |. Trouver My.
0

MA(X) = —(X — 2%(X — 1),

Comme M4(A) =0 et My|ll4. Alors :

My=X—-2,0u Mg=X+1,0u Msg=(X—2)2% ouMyg=(X+1)(X—2) ou Mg =—Il4.

Or A—21#0,ct A+ 10,

Comme (A+1)(A—2I) =0, alors My = (X +1)(X —2), car il est de degré minimal et M4(A) = 0.

Proposition 10 :

Les valeurs propres de u € L(E) sont des racines de tout polynéme annulateur de w.

Preuve_:

n
Soient P(X) = Zaka € K[X] tel que P(u) =0, et A une vp de u.
k=0
Il existe alors = € E tel que = # 0p et u(x) = Az.

Donc pour tout & € N*,

De plus,

En particulier,
0=P(u)(x) = Z apul(z) = Z apNx = (Z ak)\k> x
k=0 k=0 k=0

Comme x # 0, on a

Ainsi,
et A\ est racine de P.

x Conséquence :
Les vp de u sont les racines de M,,.

En effet, si A est une vp de u, alors A est une racine de M, d’apres la proposition précédente.

Réciproquement, soit A une racine de M,. Comme M, divise II,, donc A est une racine de II,, et
donc c’est une valeur propre.
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6éoréme 11 :

Théoréme de décomposition des noyaur - cas simple
Soient P et ( deux polynémes de K[X| premiers entre eux, et u € L(F). Alors

Ker [(PQ)(u)] = Ker [P(u)] @ Ker [Q(u)]

-

~

Preuve :
P AQ =1, donc il existe A, B € K[X] tels que

AP+ BQ =1

- Démontrons que la somme directe :
Soit x € Ker[P(u)] N Ker[Q(u)].
On a

(P(u)) (x) = 0= (Q(u)) (x)
Mais d’apres (3.1)

AP(u) + BQ(u) = e = AP(u)(z) + BQ(u)(x) = x

Mais comme (P(u)) (z) = 0 alors
AP(u)(x) =0

De méme, comme (Q(u)) (x) = 0 alors
BQ(u)(z) =0

Donc z = 0, Ker[P(u)] N Ker[Q(u)] = 0 et la somme est directe.
- Démontrons que
Ker[P(u)] + Ker[Q(u)] C Ker[PQ(u)]

Pour cela, commencgons par démontrer que Ker[P(u)] C Ker[PQ(u)] :

x € Ker[P(u)]

e

De méme

Ker[Q(u)] C Ker[PQ(u)]

Par conséquent,
Ker[P(u)] + Ker[Q(u)] C Ker[PQ(u)]

- Démontrons que Ker[PQ(u)] C Ker[P(u)] + Ker[Q(u)] :
Soit x € Ker[PQ(u)]. Par suite

P(u) o Q(u)(x) =0
D’apres (3.1),

z = (PA(u)) (x) + (QB(u)) (z) = P(u) o A(u)(z) + Q(u) o B(u)(x)
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Do,
(PQ(v)) (z) = 0= (PQRA(u)) (z) = 0 = Q(u)[PA(u)(z)] =0

Donc

1 = PA(u)(z) € Ker[Q(u)]
De méme

[BPQ(uw)](z) =0 = P(u)[QB(u)(z)]

donc

2 = QB(u)(z) € Ker[P(u)]
Ainsi,

r =21 + 22 € Ker[Q(u)] + Ker[P(u)]

et

Ker[PQ(u)] C Ker[P(u)] + Ker[Q(u)]

Cas particulier :

Si PQ est un polyndéme annulateur de u, on a
E = Ker[PQ(u)]

Donc
E = Ker[P(u)] ® Ker [Q(u)]

ﬁéoréme 12 : \

Théoréeme de décomposition des noyaur - cas général :

Soient u € L(E) et Py, ..., P, des polynomes de K[X]| deux & deux premiers entre eux. Alors :

n

[17)| = Ker [Piw)
=1 =1

N J

Cas particulier :

Ker

n

n
Si (H R) (u) =0 (ie. H P; est un polynéme annulateur de u), on a
i=1 ‘

(1)

E = @Ker [P;(u)]

=1

FE = Ker

Donc
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3.3 Sous-espaces caractéristiques

Définition 13 :

(u—Xe)™ (resp. (A — AI)™). On le note SEC(u, A) ou Fy(u) (resp. SEC(A,N)) :

SEC(u,\) = Ker(u — Ae)™

N

Soient u € L(E), A € My(K) et A € K une vp de u (resp. de A) d’ordre de multiplicité m (dans
IL,, resp. m4). On appelle sous-espace caractéristique de u (resp. de m4) associé a A, le noyau de

~

J

*x Remarque :

Toutes les propriétés concernant les SEC associés a des endomorphismes sont valables pour ceux

associés a des matrices et réciproquement.

@pm’étés 14

Propriétés des SEC
Soient u € L(E) et X une vp de u d’ordre de multiplicité m (dans II,,).

1. SEP(u,A\) C SEC(u, \).
2. Pour tout A € Sp(u), Fx(u) = SEC(u, \) est stable par u.

\3. SEP(u,\) = SEC(u, \) si, et seulement si, A est une racine simple de M,,.

~

Preuve :

1. Démontrons que SEP(u,\) C SEC(u, A).
x € SEP(u,\) = (u—Xe)(x)=0
= (u—Xe)" L{u—Ae)(z) =0
(u—Xe)™(x) =0
x € SEC(u, \)
2. Soit x € SEC(u, \) = Ker(u — Ae)™. Démontrons que u(x) € SEC(u, A) :

=
=

(u—Xe)"(u(x)) = (u—Ae)" ou(x) =uo (u—Ae)™(z) =u(0) =0

D’ou u(z) € SEC(u, \).
3. Notons m > 1 'ordre de multiplicité de .
- Supposons que SEP(u,\) = SEC(u,\). Par suite, on a :

Ker(u— Xe) = Ker(u — Ae)™
Or comme pour tout p € N,,, on a

Ker(u— Xe) C Ker(u — Xe)? C Ker(u — Ae)™

Ker(u— Xe) = Ker(u — Xe)? = Ker(u — Ae)™
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Soit k 'ordre de multiplicité de A en tant que racine de M,,. On peut écrire :
M, = (X -\FP

ot (X — \)¥ et P sont premiers entre eux. M, étant un polynéme annulateur de u, on a
d’apres le théoreme de décomposition des noyaux

E = Ker(u — Xe)* ® Ker [P(u)]
Comme M, divise 7, et comme les racines de M, sont les valeurs propres, alors
1<k<m

Par suite,
Ker(u — Xe)* = Ker(u — \e)
D’ou
E = Ker(u— Xe) ® Ker [(u)]
Notons @ = (X — A\ P. Q divise M,,. De plus, comme P est de la forme,

P=T[ (xX-mm™

HESP(u)
HFEX

alors X — X\ et P sont premiers entre eux. D’ou, d’apres le théoreme de décomposition des
noyaux :

Ker[Q(u)] = Ker(u — Xe) ® Ker [P(u)] = E
D’ott Q(u) = 0 et @ est un polynéme annulateur de u. D’ou M,, divise Q. M, et @) étant
unitaires, on a
Mu = Q
A est donc une racine simple de M,,.
- Réciproquement, supposons que A est une racine simple de M,. Donc

M, = (X —\)P

ou P est de la forme,

p= [ (x-wm

peSp(u)
HFEX

X — X et P sont premiers entre eux, par suite

E = Ker(u—Xe)® Ker[P(u)]
SEP(u,\) ® Ker [P(u)]

Notons R = (X —A\)™P. On a R = M, (X — A" L. Par suite R est un polynéme annulateur
de u.

D’autre part (X — \)™ et P sont premiers entre eux. Donc, d’apres le théoreme de
décomposition des noyaux,

E = Ker(u—Xe)™ @ Ker [P(u)]
SEC(u,\) & Ker [P(u)]

Par suite,
SEP(u,\) = SEC(u, \)
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{mposition 15 : \

Soient u € L(E), Sp(u) = {A1,..., \r} et pour tout i € N,., m; l'ordre de multiplicité de A;. Si II,
est scindé, alors :

1. E=@DSEC(u,\)

i=1
KQ. Vi e N, dim (SEC(u, \;)) =m; j

Preuve_:
Notons pour tout ¢ € N, F; = SEC(u, A\;) = Ker(u — X\je)™, P, = (X — \;)"™ et

V; - Fz — Fz

1. Comme les \; sont 2 & 2 distinctes, les P; sont 2 a 2 premiers entre eux. D’aprés le théoreme
de décomposition des noyaux,

Ker (H H(u)) = EBKer Pi(u)
; i=1

T T

[17 =0 [ - x)™ = (-)m,

=1 =1

Comme II,,(u) = 0, alors HPZ(’U,) =0et Ker(H Pi(u)) = E donc

i=1 i=1
T s
E=@PKer Pi(u)=EPF
i=1 i=1
2. Soit i € N,.
P;(v;) = 0. En effet, soit € F;. En notant
€; : -Fz — Fz

x — e(x)==

on a

(u—Xie)"(x) =0= (v; — \ie;)"(x) =0 = Pi(vi)(z) =0

Donc P;(v;) =0
P; est donc un polynome annulateur de v;. Par suite, M, divise F;.
A; est donc la seule racine de M,, et par suite, A; est la seule vp de v;.

Ainsi, II,, admet \; comme racine unique. D’ot,

IL, = (A — X)™

D’autre part, F; est stable par u, donc v; € L(F;) et IL,, divise II,, (déja démontré).
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Ainsi,

deg (Ily;) < m; = dim F; <m; = n; <m;
Or d’apres (1),

E= é}FZ
i=1

d’ou
'
n=dim E = Z g
i=1
Donc
' T

Smi=3on

i=1 i=1
or

n; < m;

d’ou, pour tout ¢ € N,., n; = m;, et dim F; = m,.

x Conséquence :

-
Si I, scindé, u est trigonalisable et E = @ F;.
i=1

Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation :

Proposition 16 :
Soit u € L(F).
u est diagonalisable si, et seulement si, M, est scindé et n’admet que des racines simples.

Preuve :

- Supposons que u est diagonalisable et démontrons que M, est scindé et n’admet que des
racines simples.
u est diagonalisable, donc

E= @ Ex(u) et dim E = Z dim Ey(u)
AeSp(u) AeSp(u)

De plus, u étant diagonalisable II,, est scindé. Par suite, d’apres la proposition précédente,

E= P Fi(w

AESP(u)
et
dim E = Z dim Fy(u)
AESp(u)
Do,

Z dim Ey(u) = Z dim Fy(u)

AeSp(u) AeSp(u)
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avec pour tout A € Sp(u), dim Ex(u) < dim Fy(u) (Ex(u) C Fx(u)).
Soit donc A € Sp(u). On a, dim E)(u) = dim F)(u), et Ex(u) = F\(u). Par suite, \ est une
racine simple de M,,.
De plus, comme I, est scindé, et M, divise m,, alors M, est scindé.

- Réciproquement, si M, est scindé et n’admet que des racines simples, alors m, est scindé
(mémes racines) et

VA € Sp(u), Ex(u) = Fi(u)

T, étant scindé,
Ainsi,

et u est diagonalisable.

Trigonalisation en utilisant les SEC :

{mposition 17 : \

Soit u € L(E) tel que II, soit scindé. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale par blocs et triangulaire supérieure.

A= M(u; B) =
O A’f""
ou pour tout ¢ € N,., A;; est une matrice triangulaire supérieure. /

Preuve :
Soit Sp(u) = {A1,..., A\r}, ot les \; sont deux a deux distinctes, et pour tout i € N,., F; = F,(u).

.
II,, est scindé, donc E = @FZ
i=1

Soit i € N,.. Comme F; est stable par u, on peut définir I’endomorphisme

v F — F;

de plus, m,, divise m,, donc ,, est scindé.
IT,, étant scindé, v; est trigonalisable, et il existe donc une base B; de F; telle que A;; = M (v;; By)

soit triangulaire supérieure.

T T

Soit B = U B;. Comme FE = @Fi, alors B est une base de F et la matrice de u dans B est
i=1 i=1

donnée par :
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Corollaire 18 :
Toute matrice dont le polynoéme caractéristique est scindé est semblable a une matrice diagonale
par bloc et triangulaire supérieure.

Pratique de la trigonalisation en utilisant les SEC :

- On cherche I14 et on vérifie qu’il est scindé
- On détermine les SEC (E = @ Fy(u))

AESP(A)
- On cherche une base B) de chaque F)(u) :

On pose dim (F)(u)) = my.
On pose pour tout k € Ny, , Ny = Ker(u — Xe)*. On a N,,, = Ker(u — A\)™ = F\(u). On
considere les noyaux itérés

N1 CNyC..C Nm/\

On choisit un vecteur a,,, € F)(u) = Np,,, tel que
Qmy ¢ Nm,\—l
Puis on choisit a,,, 1 tel que :
Amy—1 = (u - )‘e)(am/\)
On a que am,—1 € Ny, —1 mais am,—1 ¢ N, —2.
Puis
amy—2 = (u = Ae)(am,—1)
On a que am,—2 € Ny, —2 mais am,—2 ¢ Ny, —3.
T
- M(u;B) ou B = U B; est la matrice demandée
i=1

o Exemple :
Soit u € £(R?) dont la matrice dans By la base canonique de R? est donnée par :

0 3 -2
A=Mu,By)=|1 0 1
3 -5 5

Vérifier que A est trigonalisable et effectuer sa trigonalisation.

3.4 Applications de la réduction d’une matrice

1. Calcul d’une puissance d’'une matrice A € M, (K) :
- Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D € D,(K), tels que A = P~1DP. Dans
ce cas,

AF = p~1pkp
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- Si A est trigonalisable, il existe P € GL,(K) et T € T:(K), tels queA = P71TP.
On écrit T sous la forme T'= D + N avec D diagonale et N nilpotente i.e. il existe r > 0
tel que N™ = 0.
* Remarque :
D et N ne commutent pas nécessairement, donc on ne peut pas appliquer la formule du
bindome de Newton.

A=P(D+N)P'=pP'DP+P'NP

On pose D1 = P"'DP et Ny = P"INP
Dy est diagonalisable et Nj est nilpotente. Elles vérifient de plus que D1 N3 = N1 Dg. On
peut appliquer la formule du bin6éme :

k r—1
AF = (D1 + NP =D CiDyIN] =) " CiDyN]
i=0 i=0
(car pour k > r, NF = 0)
La décomposition
A=D1+ N

s’appelle la décomposotion de Dunford.

2. Systemes différentiels linéaires du premier ordre a coefficients constants.

a1 f1(t) + a2 fo(t) + .. + a1 fu(t) + ha(t) = f1(t)
a21 f1 (t) + aggfg(t) + ...+ agnfn(t) + hg(t) = fé (t)

.anlfl (t) + angfg(t) + ...+ annfn(t) + hn(t) = f,/l(t)

ot pour tout (i,j) € N2

me @ij € K, et pout i € Ny, h; est une fonction donnée et f; un

fonction a déterminer.

Méthode : :
On pose
fi(t) ha(t)
A = (aij) € Mp(K), F = . |, B= :
fa(t) hn(t)
Le systeme devient alors
ar _ AF + B
dt

(a) On réduit la matrice A : A = P~'A’P (A’ diagonale ou triangulaire)
(b) On pose

F =P 'Gie G=PF
B=P'Cie C=PB
Ainsi,
dF dG
= _p 12z
dt dt
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(P est une matrice constante)

Apres remplacement et simplification par P~!, le systeme devient :

dG

-G+
(c) On note
91(t) c1(t)
G = : et C = :
gn() cn(t)
- Si A" = (a;;) est diagonale, le systeme s’écrit :

a91(t) + cr(t) = g1
ag2(t) + ca(t) = g5(t)

Unngn(t) + en(t) = g, (1)
Ce qui revient a résoudre n équation différentielles découplées.
- Si A= (a;j) est triangulaire supérieure, le systéeme s’écrit :

;

ang1(t) + a1pga(t) + ... + ay, fult) + er(t) = 61(2)
agp92(t) + - + ah ,gn(t) + c2(t) = g(t)

U 1-191(8) + a5y 190 (8) + cn(t) = g (2)
Uy n(t) + cn(t) = gn ()

On résout de bas en haut : on résoud la derniere équation, on obtient g,, puis on

remplace dans ’avant-derniere équation et on la résout, on obtient g,_1, etc...
On en déduit F' et ses composantes.
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Chapitre 4

Dualité

4.1 Espace dual

4.1.1 Introduction et généralités

@?m’tz’on 1: \

Soit F un K-ev.

1. On appelle forme linéaire toute application linéaire de E dans K.

2. L’ensemble des forme linéaires sur F s’appelle I’espace dual de E et sera noté E*

E* = L(E, K)
N %

* Remarque :
1. Sidim E =n, alors dim E* =n
2. Siu € E* et u # 0, alors u est surjective. De plus, si dim E = n, alors dim (Ker u) =n — 1.
En effet, si u # 0, il existe z € E, tel que u(x) # 0. Notons A = u(x).
Soit y € K. Il existe a € K tel que y = a\. Par suite, on a

y = aX = au(x) = u(ax)

D’out u est surjective, et I'm u = K.

Si dim E =n, on a d’apres le théoréeme du rang

dim (Keru)=n—dim(Imu)=n—dimK=n—1

o Exemples :

1.
tr: My(K) — K
A — tT(A) = z Qg
=1
tr(0) =0
YAEK, A, B e My(K), tr(AA+ B) =Y (A + bis) = Mtr(A) + tr(B).
=1
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2. E=C([a,b];R), ou [a,b] CR

$(0) =0
VAER, f, g€ R, /b (AF(t) + g(t)) dt = )\/bf(t)dt + /bg(t)dt

n
3. Formes coordonnées : Soit B = (e1, €9, ...,e,) une base de E. Si x € E*, x = g xie;. Pour
i=1

tout ¢ € N,,, on pose
u  BFB — K
r — I

u; € E* car u;(0) = 0, et pour tous A € K, z, y € E, ui(Ax + y) = Mu;i(z) + u;(y)

Proposition 2 :
Soit E' un K-ev de dimension finie n. Alors (u1,us, ..., u,) est une base de E*, ot uy, ..., u, sont les
formes coordonnées définies précédemment.

Preuve_:

n
Soient aq, ..., o, € K. Supposons que Zaiui = 0p~. Alors :
i=1

Vx € F, Zaiui(a:) =0
i=1

En particulier, pour j € Ny,

<Z aiui> (ej) =0
=1

0 si i#j

ui(ej) :ui(Oel—|—...+Oej_1—|—1.ej+Oej+1—|—...—|—Oen) = { 1 sioi=j

Ainsi u(e;) = d;; (symbole de Kronecker).

Donc

n n
Zaiui(ej) =0= Zaiéij == Oéj
i=1 =1
et,

Vj:Nn, Oéj:()

Par suite (u1,ug, ..., u,) est une famille libre et dim E* = n, donc (u1,ua, ..., u,) est une base de
E*.
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Définition 3 :
Si B = (eq,...,e,) est une base de E, alors B* = (uq, ..., u,), s’appelle la base duale de B. Elle est
caractérisée par

V’i, j S Nn, ui(ej) = (Sij

Notations :

Les éléments de E* seront notés x*, y*, z*, ...

Si B = (e1, ..., en) est une base de E, B* = (e}, ..., €}), e (e;) = dij.
Siz e FE,etye E* on note :
(z,y") = y"(2)

(.,.) s’appelle le crochet de dualité.

*x Remarques :

Soient F un K-ev de dimension finie n, B = (ey, ..., e,) une base de E, et B* = (€], ..., e}) sa
base duale.
n
1. Soit x = inei cFE.

i=1

Pour tout i € N,, on a z; = €] (z). Donc,

n n

T = Ze;‘(x)ei = Z (xi,€e7) e

=1 =1

2. Soit y* € E*. Par suite y* = Zz = 1"y;e;, ou pour tout j € Ny, y; = y*(e;).
En effet, soit j € N,,,

n

yx(e) =Y (wie)(es) = Y vibij =y
=1

=1
Donc
n n
v =D ey e =Y yt(eie]
i=1 =1

4.1.2 Changement de base

Dans toute la suite, on consideére un K-ev E de dimension finie n > 1.

Soit B = (ey, ..., e,) une base de E et B* = (ef, ..., e}) sa base duale.

9y Cn

n
Soit x € E, alors x = Zwiei, ou pour tout 7 € N, z; € K.
i=1
x1
On pose X =

Tn
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n
Soit y € E*, alors y = Zyje;, ou pour tout ¢ € N, y; € K.
j=1

n
On pose Y =
Yn

n

y*(x) = (z,y") = (Z yﬂ;) (x) = Zyj (ej (:E)) = inyi =YX
i=1 i=1 i=1

Proposition 4 :
Soit B et B’ deux bases de E/, B* et B"* les deux bases duales associées.
Si P = Ppp, et Q = Pp« p, alors

Q=(P7)

Preuve_:

n n
SizeE, = g xrie; = E rie;, avec pour tout i € N, z;, 2} € K.
i=1

i=1
1 )
X=|": , X=1 ,avec X = PX'.
Tn x,
n n
Siye B*, y= Zyiej = ygeé*, avec pour tout ¢ € N, y;, yi € K.
i=1 i=1
/
n U
Y=1": Y =1 ¢ ,avec Y = QY.
Yn y1/1
On a
yHx) =Y. X =YX’
Or,

YiX =Y'.PX'
Comme de plus y*(z) = Y't. X', alors, pour tout X’ € M,;(K)
YiPX =YY" X'
Dot YIP =Y" et P'Y =Y’. Par suite
Y = (P )Y

D’ou

Q= (P
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o Exemple :
V1 = (2, 1,4), Vo = (3,2,3), V3 = (—1,—1,2).

Démontrer que B = (v, vs,v3) est une base de R? et déterminer B*.

Solution

-1
det(vy,ve,v3) =1 2 —1|=1+#0
4 3 2

Donc (v, vs,v3) est une famille libre. Comme de plus, Card(vi,ve,v3) = 3 = dim R3, alors
(v1,v2,v3) est une base de R3,

Soit By = (e, ..., e5) la base canonique de R? et B = (e}, ..., },) sa base duale.

2 3 -1

1\t

P = PBOB = 1 2 -1 et PBE)‘B* = (P )
4 3 2

v] = 2e1 + e + 4eg
vg = 3e1 + 2e9 + 3es
V3 = —e| — e + 263

V1 + 2v3 = —eg + 8eg

== e3=—v1+v2+v
v9 + 3vug = —ey + 9e3 } 3 ! 2 3

eg = 8ez — V] — 203 = €9 = —9v1 + 8vy + 6v3
e1 = —v3 — eg + 2e3 = e1 = Tv1 — 6vy — Hus.
7 -9 -1 7 —6 -5
Donc P''=| -6 8 1 |,et=(P)' =] -9 8 6
-5 6 1 -1 1 1
Ainsi, v] = Te] — 9e5 — e3, v = —6e] + 8ej + e3, v3 = —be] + 6e; + e3.

4.2 Orthogonalité

Soit F un K-ev et E* son espace dual.

Définition 5 : \

1. Soient z € E, y* € E*.

On dit que x et y* sont orthogonaux si, et seulement si, (z,y*) = 0.

On dit aussi que z est orthogonal a y* ou que y* est orthogonal a x.
2. Soit A C E. On appelle orthogonal de A, 'ensemble A+ = {y* € E*; Vo € A, (x,y*) = 0}.
3. Si L C E*, on appelle orthogonal de L, I'ensemble L° = {z € E ; Vy* € L, (x,y*) = 0}. J

N
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*x Remarque :
Si A = {a}, on note at = {a}*.

Si L = {y*}, on notera (u*)O = {y*}°.

Lemme

- Siu € E* et u#0, alors il existe z € E tel que u(x) # 0.
- Siz e E et x#0, alors il existe u € E* tel que u(z) # 0.

Preuve :

- Par définition d’une application non identiquement nulle.
- Siz # 0, on pose e; = x, et on complete en une base (e, ..., e,) de E.
Soit (€], ...,e}) sa base duale. On a

ef(z) =ef(er) =1#0

Ainsi, u = e].

ﬁopm’étés 6 : \

Soient A, BC F et L, L' C E*.
(a) A+ est un sev de E*
(b) L° est un sev de E

2. (a) AC B= B+ c At
b)) Lc Ll = (I')°cL®
3. (a) AL = (vectA)*
(b) L (vectL)O
4. (a) {0g}*
(b) {OE*} =F
5. (a) B+ = 0p-
(b)

b) E** = {0}
\ ) J

Preuve :
1. (a)0* € AL, En effet,

Vo € A, (z,0%) =0
Soient y*, y* € AL et A € K.
Vo e A, (z, " +y") = M, y®) + (z,y") =0

Donc \y* +3/* € A+
(b) 0 € LY, en effet,
Yyt e L, (0,y") =0

Soient z, 2’ € L% et A € K.

Vy* € L, Az +2',y") = Mz, y*) + (¢, y") =0
Donc Az + 2’ € L0,




Orthogonalité 59

2. (a) Soit y* € B*. Pour tout x € A, on a x € B, donc (z,y*) =0, et y* € AL,
Par suite, B+ C A*.
(b) Soit z € LY. Pour tout y* € L, on a y* € L', donc (z,y*) =0, et = € LY.
Par suite, L'° ¢ L°.
3. (a) A C VectA, donc (Vect(A))*+ c A+
Soit y* € AL,
m
Pour tout z € Vect A, x = Z Aix; ou pour tout i € N,,,, \; € Ket z; € A.
i=1

Donc y* € (Vect A)*.

Par suite A C (Vect A)L, et AL = (Vect A)*
(b) L € Vect L, donc (Vect L)° C LY.

Soit = € LV.

m
Pour tout y* € Vect L, y* = Z Aiy;, ot pour tout i € N, \; € Ket yf € L.
i=1

=1

Dotz € (Vect L)°.
Par suite L C (Vect L)° et L° = (Vect L)°.
4. (a) {0g}t C E* immédiat.
Soit v € E*, u(0g) = 0, donc u € {0g}* et E* C {0g}+.
En conclusion, E* = {0g}+
(b) {0g+} € E immédiat.
Soit x € E, (x,0p+) = 0. Donc x € {0p«}° et E C {0p+}".

En conclusion, F = {0p+}°

5. (a) {0g+} C E*, car pour tout = € E, (x,0p+) = 0.
Siu¢ {0p}, il existe z € E ; u(z) # 0, donc u ¢ E+.
Ainsi, B+ C {0g-} et {0g-} = E*.

(b) {05} c E*° car pour tout u € E*, (0g,u) = 0.
Six # 0p, il existe u € E*; u(x) # 0. Donc = ¢ E*°.
D’ott E* € {0g} et E** = {0g}.

Proposition 7 :
Soit V un sev de E. Alors

1. dimV+=dim E—dim V.
2. 51 E=V W, alors E*=V* W*
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Preuve_:

1. Soit (eq, ..., ep) une base de V. On la complete en une base (e, ..., €p, €pt1, ..., €,) de E. On

considere (€7, ...,ep, €51, .., €,) sa base duale.

n
Soit y* € E*, alors y* = Zyief, avec pour tout i € N, y; = (e;, y*) = y*(e;).
i=1

yr eVt =yt e, et =Wy eN,, yi = (e, y") =0 = y* € Vect{ey, 1, €n}

Do V- = Vect{ey q,...,en}, et dim Vi=n—p=dimE—dimV.
2. Si(eq,...,ep) est une base de V et (ep11, ..., €,) est une base de W, alors (e, ..., €p, €pt1, ..., €n)
est une base de E et (e],...,ep, €51, ..., €,) est une base de L.
D’apres 1) (e, 1, ..., €;,) est une base de VL et (ef, ..., e,) est une base de wt.
Dot E* =Vt W,

Corollaire 8 :
Si V est un sev de F, alors (VL)O =V.
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4.3 Espace bidual

Définition 9 :
Soit E un K-ev.
L’espace dual de E* est appelé I'espace bidual de E. On le note E**.

N

Isomorphisme canonique entre E et E**

@posz’tz’on 10 :

Soit xg € E fixe.
On définit I'application

Opp : B — K
vy o (20,¥")

@rs 0., est linéaire, c.a.d 0,, € E**.

Preuve :
0,(0) = 0.

Soient y*, z* € E*, A € K.
0960()‘:9* + Z*) = <.7507 Ay* + Z*> =A <$0, y*> + <$07 Z*> = )‘exo(y*) + 0900('2*)

D’ou 6, est linéaire.

Proposition 11 :
Soit

0 : FE — E*
r — 0,

lapplication définie par 6(x) = 6,. 6 est un isomorphisme (linéaire bijective).

Preuve :
Linéarité : 6(0) =0

Soient x, y € £, A € K
Démontrons que : O(Az +y) = M\(z) + 0(y)

Yyt e B, (000 + ) (y") =y (A +y) = A (@) + ¥ (y) = Mo (y™) + 0y(y") = (N0 + 0,) (y")

Donc O(Az + y) = M(x) + 0(y) et 6 est linéaire.
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x € Ker < 0(x)=0pg
— Wy eE", (0(z))(y") =0=y"(2)
— gze(E)

— zec{0g}

Donc Kerf = {0g} et comme dim E = dim E* = dim E**, alors  est un ismorphisme.

Proposition 12 :

Soit F un K-ev. A chaque base F' = (vy,...,v,) de E* correspond une base B de E et une seule tel
que B* = F.
B s’appelle la base préduale de F.

Preuve :
Soit F* = (v],...,v})), la base duale de F.

On pose, pour tout i € N, e; = 071(v}).

6~! est un isomorphisme donc B = (eq, ..., e,) est une base de E. De plus, on a

Vi, j € Ny, (e, v5) = 0(ei)(vj) = v; (vj) = dy

Donc F = B*.

L’isomorphisme de 8 prouve l'unicité de B d’apres ['unicité de F™.

* Remarque :
Soient B une base de E, B* sa base duale, I’ une base de E* et B’ sa base préduale. On a donc
B*=F.Or

Ppepr =' (Ppp) <= Pp =" (Pgip.)
D’ou

Pom =" (Pgly)

o Exemple :
E = Ry[X] = {p € R[X]; d°P < 3}

B= (1,X,X2,X3) base de F.

On considere @1, @2, @3, w4 € E* définies pour tout p € E par :

e1(p) = p(0)
pa2(p) = p(1)
@3(p) =p" (0
ea(p) =p"(1

Vérifier que F = (¢1, 2, ©3, p4) est une base de E* et trouver la base préduale de F.
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Solution

B est une base de E, donc B* = (1*,X*,X2*,X3*) est une base de E*.

Soit p € F.
p(X) =aX3+bX?+cX +d
P (X) =3aX?+2bX +c

P’ (X) =6aX +2b

¢1(p) = p(0) = d = 1*(p) (car 1*(X) = 1*(X?) = 1*(X?) = 0). Donc ¢ = 1*

pa(p) =p(1) =a+b+ec+d=X¥(p)+ X (p) + X*(p) + 1*(p) = (I* + X* + X2" + X3%)(p).
Donc @p = 1* + X* 4 X2 + X3*

©3(p) = p"(0) = 2b = 2X%*(p). Donc @3 = 2X?".

wa(p) =p" (1) = 6a + 2b = 6X3"(p) + 2X %" (p) = (6X3" + 2X2")(p). Donc ¢4 = 6X3* 4 2X2"

0
0
2
6

—

M = M(p1,...,04; B*) =

O O O =
S S —y
S N O O

det(M) = 12 # 0, donc c’est une famille libre, et dim(y1, ..., 4) = 4, donc c’est une base de E*,
et M = PB*,F-

Base préduale :
t
Soit F’ la base préduale de F. D’ott F'* = F. Donc Pgpr = <(PB*F)71) .

Ainsi, on a :

pr =17 (1)
0o =1*+ X* + X2 + X3 (2)
p3 =2X%" (3)
g = 6X3" +2X% (4)
(I)=1"=¢
.1
(3) = X? 25803
.1 1
(4) = X% = 2oa — 23
. 1 1
(2) = X" = —p1+ 92— 303~ £
1 -1 0 0
Donc M~ = 0 ! 0 0
0 —1/3 1/2 —1/6
0 -1/6 0 1/6
1 0 0 0
-1 1 -1/3 -1/6
t Ppp =
e ABE 0 0 1/2 0
0 0 —1/6 1/6
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Donc F' = (4], ¢, ¢, ¢))) est la base préduale de F, avec :
pr=1-X
80/2 B Xl 1 1
Ph=—=X+-X*—-X3

i1, °

0 = X+ 6X3
Devoir
E = Ro[X]
¢1(p) = p(0)
pa2(p) = p(1)
@3(p) = p'(0)

Démontrer que F' = (1, p2, p3) est une base de E*, et déterminer sa base préduale.

4.4 Hyperplans

dimE=n>2

@ﬁm’tion 13 : \
Soit F' un sev de F.
On appelle codimension de F', I'entier noté et défini par

codim F = dim E — dim F

@st dit un hyperplan de FE si, et seulement si, codim F = 1. J

* Remarque :
H est un hyperplan de E si, et seulement si, H est le supplémentaire d’une droite vectorielle. Ainsi,
on a:

codim H =1 drge B HPpKaxg=F
Jzg € E; E* = H- ¢ (Kao)" = H' @ 2
Jaj € E*; HY = Ka
dag € E*; H = Ker x

[

*x Remarque :

Si H = Ker u* et zg € FE tel que xg ¢ H, alors H® Kxo = E.
u* ()
u*(zo)
u*(y) = u'(z) — au*(z0) = u*(z) — u(z) =0

En effet, si x € F, soit a =

,et y=x— axg.

Donc y € H, et x = y + axg.
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Proposition 1/ :
Soient u*, v* € E* et H = Ker u* = Ker v*.
Alors il existe A € K, X # 0 tel que v* = A\u*.

Preuve :
Soit zg € E tel que z¢ ¢ H, donc u*(xg) # 0 et v*(xg) # 0

v*(xo

*(o)

et w* = v* — \u*.

~—

Soit \ =

S

Size F,z=y+axgavecy € H

W (2) = (0 — M) (y) + a(v" — M) (o) = 0+ (v (10) — 4t (20)) = 0 (car y € H)

Donc w*(z) =0Vz € E. D’ou w* =0, i.e. v* = Au*.

4.5 Transposition

Soient E et F' deux K-ev et u € L(E, F).

Siy* € F*, alors y*ou € E*.

Proposition 15 :
Soit uw € L(E, F).
Alors

u:F* — FE*
Yyt o yrou

est linéaire.

Preuve_:
u(0) =0

Soient A € K, y*, z* € F*,

a(Ay* 4+ 2*) = (W 4+ 2*) ocu= Ay* ou+ z* ou = Au(y*) + u(z*)

Définition 16 :
@ sera notée ‘u et appelée la transposée de u.
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{mposition 17 : \

L’application

est linéaire.
Cette application s’appelle la transposition.
Siz e Eety* e F* alors u(x) € F et

(u(x), y*) = (=, uly*))
. J

Preuve :

£0) =0

Soient u, v € L(E,F) et A € K.

Pour tout y* € F*, on a :
"Autv)(y") = y*o(Mu+v) =Xy ou+yov=>Nu(y*)+ v(y")
= A(u)(y") + t(v)(y") = (M(u) + (v))(y")
D’ou
t(Au+v) = AXt(u) + t(v)
t est donc linéaire.

De plus, si x € E et y* € F*, alors

@position 18 : \

Soient E et F' deux K-ev de dimensions respectives n et p, B une base de E et B’ une base de F.
On note B* la base duale de B et B’* la base duale de B’.
Siue L(E,F), M = M(u; B,B’') e¢ N = M('u; B”, B*), alors

N=tM

N /

Preuve_:

On pose
B = (e1,...,en), B = (e1,...,&p), B* = (€},...,el), B = (},...,&%)

ey €y »Cp

et M = (a;j), N = (bij)'
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Soient k, 7 € N,. On a
P

u(ex) = g QikEi
i=1
n

fu(er) = bije;
=1

Par suite,

fu(el)(er) =Y bijes(er) = > bidin = by
i=1 i=1
et
p p p
tu(5;)(€k) =ejouleg) = € (uleg)) = €] (Z aik&;) = Z aik€;(€i) = Z aikOij = Qjk
i=1 i=1 i=1
Donc bk:j = Qjk-

x Conséquences :

1. Siue L(E,F) alors
rg ("u) =rgu

2. Siue L(E,F) et ve L(G,E), alors

Huowv) =t volu

Preuve :
Soient Br, Br et Bg des bases respectives de I, F' et G, et By, By et B(, leurs bases duales
respectives. On pose M = M (u; Bg, Br) et N = M (v; Bg, Bg).
1. rgu:rgM:rgtM:rg(tu).
2. uov € L(G,F), donc ¢ (uowv) € L(F*,G¥).
tu e L(F*, E*) et 'v € L(E*,G*), donc v ot u € L(F*, G¥).

De plus,
M (Y(uov); By, Bf) = '(M(uow);Bg,Bg) ="' (MN)='N.'M = M("v; By, B).M ("u; B}, Bf,)
M (tv o' u; By, Bz‘;)
D’ou

Huowv) = volu

Autre méthode :

Pour tout y* € F*, on a:

Huov)(y*) =y" o (uow) = (y ou)ov="0v(y" ou) =" v(*u(y*)) =" vo' u(y*)

Donc

Huow) =tvolu
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*x Remarques :

1. Y(Idg) = Idg-.

En effet, {(Idg) € L(E*) et Idg+ € L(E*). De plus,

Vy* € B*, "(Idp)(y") = y* o Idp = y* = Idp-(y")
2. Si f est un isomorphisme de E dans F', alors
_ -1
=00
En effet, ¢ (ffl) € L(E*, F*) et (’ff)f1 € L(E*, F*). De plus,

ot (fY = (e f) = Tdp = Tdp-

D’ou,

Proposition 19 :
Soit u € L(E, F'), alors

(Imu)* = Ker tu et (Ker u)* =Im‘tu

Preuve :
Soit y* € (Im u)*. Alors pour tout x € E, on a :

(u(z),y") =0

Démontrons que y* € Kertu.

Vo e F, <:r,t u(y*)> = (u(z),y") =0

Par suite, ‘u(y*) = 0 et y* € Kertu.

D’ou
(Im u)* € Ker'u
De plus,
dimImu=rgu
Donc
dim(Im u)* = dim F —rgu = dim F — rg 'u = dim Ker ‘u
Par suite

(Imu)* = Ker tu

On démontre de méme que (Ker u)*" = I'm 'u.

*x Remarques :



Transposition 69

- Soit u € L(E). Si F est un sev de E stable par u alors F'* est un sev de E* stable par ‘u.
En effet,
Soit y* € F*, et démontrons que ‘u(y*) € F*.

Vx € F, <x,tu(y*)> = (u(z),y") =0
car u(x) € F puisque F est stable par u.
Ainsi,
bu(y*) e F+

- Siue L(E F), " ("u) #u.
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Chapitre 5

Formes bilinéaires - formes
quadratiques

5.1 Formes bilinéaires symétriques (fbs)

Définition 1 :

¢ : ExXE — K
(z,y) = o(z,y)

est dite forme bilinéaire si on a :

Ve € F, Pz E = K
y — wa(y) =o(z,y)
est linéaire,
et
E K
Yy € E, Py —
o py(r) = e(z,y)

est linéaire.
i.e.

N

plax + B’ y) = ap(x,y) + Be(a',y)
o(x, oy + BY') = ap(x,y) + Bo(z,y')

* Remarque :
Une forme bilinéaire n’est pas linéaire en général.

En effet, soit ¢ une forme bilinéaire sur E. Pour tous (z,y), (z/,y') € E?, on a

o((z,y) + (@,y) = el@+2y+y)=o@y+y)+eol, y+y)
= 90(‘7:7 y) + QO(.’E, y/) + @(mla y) + Sp(x,7 y,)
# oz, y) + (@', y)

o Exemples :
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¢ @ Mn(K) x My(K) — K
(A,B) +— tr(AB)
Pour tout B € M, (K), ¢(0,B) =tr(0) =0
Pour tous A, A, B € M,,(K), et a € K,

o(A+aA',B) = tr((A+ aA')B) = tr(AB) + atr(A'B) = p(A, B) + ap(4, B)

On démontre de méme la linéarité par rapport a la deuxiéme composante.

© est donc une forme bilinéaire.

2. Soit a € K
o ¢ K[X]xK[X] —
(P,Q) — P(a)Q(a)

est une forme bilinéaire.

3. Soit E = K2. Pour tout = € E, on note z = (1, 72).

P E? — K
(z,y) — z1y2 + T2tn

Pour tout y € E, ¢(0,y)=0.
Pour tous z, 2/, y € E et a € K,

plax+2',y) = ((axy + 21, axe +5), (y1,y2)) = (w1 + 27)y2 + (2 + 25)y1
= a(ziye + z2y1) + (Y2 + 2Hy1)
= ap(z,y)+ e, y)

D’ou la premiere linéarité. La deuxieme linéarité se démontre de la méme maniere.

Définition 2 :
On appelle forme bilinéaire symétrique (fbs) toute forme bilinéaire qui vérifie :

V(z,y) € E,¢(x,y) = ¢(y, )

*x Remarque :
Si ¢ est une fbs, la premiere linéarité équivaut a la deuxieéme linéarité.

Définition 3 :
On note BL(E) = {formes bilinéaires sur E'} et BS(E) = {tbs sur E}

Proposition 4 :
BL(E) est un K-ev (sev de (KE*F + )
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o Exemple :
Soit B =R? et ¢ : E x E — R, définie pour tous = = (x1,22), ¥y = (y1,¥2) € E par

o(x,y) = x1y1 + 3x1y2 + 32yt + 222Y2
Pour tous z, y € E, p(z,y) = ¢(y,x)

On vérifie la linéarité par rapport a la premiére composante.

Par suite, ¢ € BS(E).

Ezxpressions matricielles dans le cas ot E est de dimension finie :
Soient £ un K-ev de dimension finie n > 1, et B = (e;) base de E.

Définition 5 :
On appelle matrice de ¢ € BS(F) dans B la matrice symétrique notée

M(p; B) = Mp(¢) = (p(es, €)))1<i<n;1<j<n

En d’autres termes a;; = ¢(e;, €5).

o Exemple :
Soient E = K2, et ¢ la fbs définie pour tous = = (x1,22), y = (y1,2) € E, par

o(z,y) = az1y1 + fr1y2 + Brayr + 2y

En notant By la base canonique de F, on a

M(p, B) = ( )

a1  G22

3
&
N
Il
VRS
= ©
=2 @
S~

*x Remarque :

BS(E) = Sp(K) = {matrices symétriques d’ordre n}
@ = M(p; B

Bijection réciproque :
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n(n+1)

Donc dim BS(FE) = dim S,(K) = 5

n n
* Soit = = inei, y = Zyjej ek
i—1 j=1

X1 Y1

x2 Y2
Posons X = . et Y = )

Ip Yn
Alors ¢(z,y) =' XAY, avec A = M (p; B)

En effet :

n n n

n n n
o(r,y) = o wieny) =D mieleny) =Y wiplei, y_yjes) =z y;pleie;)
i=1 i=1 i=1 =1 =1 =1
n n
= > zyieleie))

i=1 j=1
= 'XAY

* Remarque :
Puisque ¢ est symétrique, o(z,y) = p(y,z) =t YAX

Formule de changement de Bases

Soient B = (e;) et B’ = (¢€}) deux bases de E, P = Pgp, X et Y les coordonnées de = et y dans
la base B et X’ et Y’ leurs coordonnées dans la base B’. Ainsi X = PX' et Y = PY".

Si A= M(p;B) et A= M(p; B'), alors A’ =t PAP.
En effet :

o(z,y) = XAY =t X'A'Y’

EXAY =t (PX)A(PY') =t X''PAPY' =t X'(*PAP)Y’

Donc
tX/A/Y/ :t X/(tPAP)Y/

Ceci étant vérifié pour tous X', Y’ € M, 1(K), on a
A' =" PAP
A’ est aussi une matrice symétrique :
tA=t('PAP) =! P'A'('P) =! PAP

Puisque S, (K)= = BS(E) pour B’, alors A’ est unique, i.e. A’ = PAP.
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Définition 6 :
Soient A, A’ € M,,(K). S’i’ exoste P € GL,(K) tel que

A =t PAP

on dit que A et A’ sont congruentes.

* Remarque :
Deux matrices congruentes ont le méme rang.)

5.2 Formes quadratiques

@?m’tz’ons 7:

1. Soit ¢ € BS(FE), 'application

qg : F — K
x — oz, z)

s’appelle la forme quadratique (fq) associée a .

2. Une application ¢ : E — K est dite forme quadratique s’il existe ¢ € BS(FE) telle que
Ve e E, p(z,r) = q(x)

p s’appelle la forme polaire de q.

3. On note

N

Q(E) = {fqsur E}

*x Remarques :
1. Q(E) est un K-ev (sev de (K¥, +,.))
Q(E) — BS(E)

Y0 oo ) = @)

o Exemples :

1.
o: My(K)?2 — K
(A.B) s tr(ap) € P5F)
q(A) = tr(A?)
2. Soit a € K
o : KIX]xK[X] — K
(P.Q) — P)Ql)
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3. Soit E = K2
Q E? — K
(x,y) +—— z1y1 + 22192 + 222y1 + 32212

q(z) = 23 + 4129 + 323

@pm’éte’s 8 : \

Propriétés d’une fq

Soient ¢ fbs sur F et ¢ la fq associée. Pour tous z, y € E et A € K, on a
L. q(Az) = Nq(z) (¢(0g) = 0).
2. q(—x) = q(x).

3. qlax + By) = o’q(x) + 2080 (2, y) + Bq(y).

4. q(z +y) = q(z) + 2¢(z,y) +q(y) (1).

5. q(z —y) = q(x) — 20(z,y) +q(y) (2).

6

. Formules de polarisation :

() (1) = (z,9) = 5 lale+ 1) — g(x) — a(v)]
L gl +y) —ql@ — ).

(b) (1)~ (2) = plw,y) =
7. Si E est de dimension finie, on note dim E = n > 1, B = (e;) une base de F, wt A =
M (p; B) = (ai;) ou a;j = p(e;,e;), pour tout z € E,

q(z) = p(z,r) =" XAX = Zszx]a”
=1 j=1

Donc

Za“x + 2 Z Qi TiTj

1<i<j<n

N /

Déduction de ’expression analytique de o(z,y) :

Z Qi TiY; + Z azg TiY; + yzxj)

1<i<j<n

o Exemples :
1. Soient £ = K", et B la base canonique de FE.
q : F — K
x — qx)= Zw?

=1

Alors pour tout (z,y) € E?, o(z,y) = Z x;y; est le produit scalaire canonique de K.
i=1
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2. Soient F = K?, et
q : F — K
r — q(r) =22+ 22129 — 323

Alors pour tout (z,y) € E?,0(x,y) = 2191 + (2192 + y122) — 33232.

@posz’tz’on 9 :

Caractérisation d’une fq Soit ¢ : E — K une application.
Alors g est une fq sur E ssi

p ¢« ExE — K

(0,9) — eley) = 3 lal@ +y) - ale) — aly)

est bilinéaire, et
g(Ax) = Nq(x)

%ns ce cas, @ est la forme polaire de q.

Inégalités de Cauchy-Schwartz

Dans ce paragraphe, on considere K = R.

@ﬁm’tion 10 :

Soient ¢ fbs et ¢ la fp associée.

1. On dit que q est positive si
Vr e E, qg(x) >0

2. On dit que ¢ est définie si
Ve e E, (¢(x) =0= 2 =0)

3. On dit que ¢ est définie positive si

N

Ve € E, (x #0 = q(x) > 0)

Théoréeme 11 :

Inégalité de Cauchy-Schwartz Si q est une fq positive sur F, alors

Vo, y € B, (p(z,y))’ < q(x)q(y)

Si ¢ est définie, on a I’égalité si, et seulement si, (x,y) est liée.

Preuve :
Pour tous A € K, Vz, y € E, q étant positive, ¢(y + Ax) > 0. D’ou

q(y + Az)\2q(z) + 2 p(z, y) + q(y) > 0
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Si g(x) = 0, alors p(z,y) = 0. En effet, supposons que ¢(x,y) # 0. Dans ce cas,

VA €ER, 2Xp(z,y) +q(y) >0

Or on sait que ce trinome change de signe pour A = —

Ainsi p(z,y) = 0 et I'inégalité est vérifie.
Sig(z) # 0, on a un trinéme du second degré en A\ qui garde un signe constant.

Donc V’ < 0 et par suite,
(o(z,9))* —q(z) —qly) <0

L’inégalité est donc vérifiée.
Supposons maintenant que q est définie.

Si (z,y) est lie, alors il existe a € R tel que y = awx. Dans ce cas, on a

p(e,y) = oz, ax) = aq(z)

Donc

(p(2,9))* = q(x)a(y)

Si on a I'égaltité, alors A’ =0 et \g = — (racine double du trinéme).

Donc
qy+22)=0=y+ Nz =0=y=—\ox

Ainsi, (z,y) est liée.

*x Remarque :
L’inégalité de Cauchy-Shwartz peut s’écrire

lo(z,y)| < Va(x)valy)

ou de maniere équivalente

o(x,y) < Valx)vVaq(y)

(a cause de la bilinéarité de ).

Proposition 12 :

Inégalité de Minkowski Si q est une fq positive sur F, alors

Yo,y € B, Va(z +y) < Vaz) + Valy)
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Preuve :
Soient x, y € K
Val+y) < Va@)+Valy) = ala+y) <a@) +aly) +2v/a(@)V/ay)
= 2v/q@)q(y) > q(z +y) —q(z) — q(y)
= 2\/q(x)q(y) > 2p(z,y)
= o(z,y) < Valr)q(y)

On retrouve donc Cauchy-Schwartz.

5.3 Orthogonalité relativement a4 une fbs (ou a une fq associée)

Dans ce paragraphe, E est un K-ev, ¢ est une fbs sur F et ¢ la fq associée.

@ﬁm’tions 18 : \

1. z,y € E sont dits orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0.
2. ACE#0etxe E.On dit que z est orthogonal & A si

Vy €A, p(z,y) =0
On appelle orthogonal de A la partie de E notée et définie par
At ={x € E;Vac A, p(z,a) =0}

3. Une famille (x;);c; de vecteurs de E est dite orthogonale si Vi,j € I,i # j = z;la; =

\ SO(ZL‘@',QJJ') =0 j
ﬁ)pm’éte’s 14 : \

1. Si A C E, alors At est un sev de E.
2. {0p}t =FE.

3. Si AC E,alors At = (Vect A)*.

4. Si A, B C F, alors

ACB=— Bt c At

Q. Si F est un sev de E donc F C F++. J

Preuve_:

A faire en exercice.

*x Remarque :
E+ # {0} en général.
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Définitions 15 :

1. On appelle le noyau de ¢ le sev de E noté et défini par :
Kero=FE*={zcE;VycE, oy) =0}

Remarque : {0g} C E+.
2. On dit que @ est dégénérée (resp. non dégénérée) si Ker ¢ # {0} (resp. Ker ¢ = {0}).

3. Lorsque E est de dimension finie n > 1, on appelle rang de ¢ 'entier défini et noté par :

rg(p) = dim E — dim Ker ¢

N

o Ezxemple :

~

/

Soient E = R? et ¢ la fbs sur E définie pour tous = = (z1,22), y = (y1,y2) € F par

o(z,y) = 11

a=(a1,a3) € B+ <= Vo € E,p(x,a) =0 <= Va1 €R, x101 =0 <= a1 = 0.

Donc Ker;o = {(0,a2) ; az € R} # {0}. D’ou ¢ est dégénérée.

*x Remarque :

Important

Soient E de dimension finie n > 1, B = (e;) une base de E, ¢ une tbs sur E, A = M(p; B) = (aij)ij

et ai; = (e, €5).

n x1
Soient z = Z:z:iei eF et X =
i=1 2,
Alors
re Kerp<= X e KerA
En effet,

rc€Kerp <= z€E*+
— VieN,, o(r,e;)=0

n
— VieN,, cp(z zjej,e;) =0
j=1

— VieN,, Z:z:jgo(ei,ej) =0

j=1
n

<— ViGNn,ZIjCLij:O
j=1

— AX =0

— XecKerA

Donc, en pratique, on résoud AX = 0.
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x Conséquence :
D’apres la remarque précédente, dim Keryp = dim Ker A et rg varphi = rg A.

(rg A=n—dim Ker A=n—dim Kerp=rg ¢)

o Exemples :
Soient E = R% et ¢ la fbs sur E définie pour tous = = (z1,22), y = (y1,y2) € F par
80(3% y) = T1Y1

a=aemm= (5 0)

1 0 T 1 =0

Donc Ker ¢ = Vect{(0,1)} = Vect{ea}

rgp=rgA=1

Définitions 16 : \

1. z € E est dit isotrope pour ¢ (resp. pour ¢) si g(x) = 0 (resp. p(z,x) = 0).

2. On appelle cone isotrope pour ¢ (pour q), la partie de E notée C(q) = {z € E ; q(z) = 0}.
3. F sev de E. On dit que F est totalement isotrope si F' C F- i.e.

Va,y € E, p(z,y) =0

N /

o Exemple :
E = R? p(x,y) = x1y1 — 12y2. Donc q(z) = 22 — 22. q(1,1) =. Donc e = (1,1) est un vecteur
isotrope non nul, donc e € C(q) — {0}.

C(Q) = {(a> a)a (a7 _a)v a € R}

*x Remarques :

Si F' est totalement isotrope, alors F' C C(q).

Ker ¢ est totalement isotrope et par conséquent, Ker ¢ C C(q).
q est définie si, et seulement si, C(q) = {0}.

= o=

C(q) n’est pas en général un sev de F, mais il est stable pour la loi externe :

Vz € C(q), Vo € K, q(azx) = a?q(z) =0 = az € C(q)
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{mposition 17 :

1. Si g est définie alors ¢ est non dégénérée.
2. Si

- K=R

— q est positive

— ¢ non dégénérée
K alors ¢ est définie.

~

/

Preuve :

1. {0} C Ker ¢ C C(q). q étant définie C(q) = {0}. Par suite, E+ = Ker ¢ = {0} et ¢ est non

dégénérée.

2. Soit x € E, tel que g(x) = 0, pour tout y € E, on a
(p(z,9))* < a(x)aly) = 0

Donc p(z,y) =0, et z € Ker ¢. Or ¢ est non dégénérée donc x = 0.

Base p-orthogonale

Soit £ un K-ev de dimension finie n > 1.

Définition 18 :

(€i)1<i<n est une base p-orthogonale (ou g-orthogonale) si, et seulement si (e;) est une base de E

et
VZa ] ENTL?(Z#] :>¢(€l7ej) :0)

Théoréeme 19 :

Ezistence d’une base orthogonale Pour tout ¢ € BS(FE), il existe une base ¢-orthogonale de E.

o Exemple :
Soient E = R3, et ¢ € Q(F) définie pour totu X = (x,v, 2) par

q(X) = 2% —y® 4+ 22% — 22y + 4y2

Déterminons une base g-orthogonale de F :

/

Soit ¢ la forme polaire de ¢q. Pour tous X = (z,y,2), X' = (¢/,y/,2) € E, on a

O(X, X") =aa’ —yy' + 222" — (a2 +2"y) + 2(y2’ +y'2)

e1 est un vecteur non istrope, en effet, g(e;) = 1 # 0. Construction de la base :



Orthogonalité relativement a une fbs (ou a une fq associée) 83

On choisit un vecteur a(z,y,2) € E ; p(e1,a) =0

p(e1,a) =z —y=0= 2 =y. Donc a = (x,z, z). Choisissons a = (1, 1,0).
Choisissons b € E, blej,bla et (e1,a,b) libre.

On pose b = (x,y, 2) et

p(b,e1) =0
o(b,a) =0

pbe)) =0<=z=y
pba)=r—y—(z+y)+22=0= 2=y
D’ott x = y = z. On peut choisir b = (1,1, 1).

(e1,a,b) est une famille libre puisque
1 1 1
01 1|=1#£0
0 0 1
Comme de plus, card(ey, a,b) = 3dim E, alors (e1,a,b) est une base p-orthogonale de E.

@position 20 : \

Si B = (e;) est une base ¢-orthogonale de E, alors

qler) 0
M(p,B)=| 0 L0
0 q(en)

gcp(ei,ej)zosii;«éj. J

Corollaire 21 :
VS € Sy(K), 3P € GL,(K), 3D € D,(K) ; D =t pPSP.

Preuve :

Soit ¢ la fbs sur K" telle que S = M(p, By), By étant la base canonique de K”. D’apres le théoreme
précédent, il existe une base B, @-orthogonale de E. Soit P = Pp,p et D = M(p, B), alors D est
diagonale d’apres la proposition précédente et D = PSP.

@rollair@ 22 : \

Important) Soit g une fq sur E et ¢ sa forme polaire. Alors g se décompose (au moins d’une facon
b q q ¥ p q p G

en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires :

Vo€ B, q(x) =Y di (Li())”

ou les L; sont des formes linéaires sur E qui sont linéairement indépendantes. J




84

FORMES BILINEAIRES - FORMES QUADRATIQUES

Preuve_:

n
D’apres le théoreme précédent, il existe une base B = (e;); de E p-orthogonale. Soit x = Z Tie; €

E.

q(z) =

car (e, ej) =0

On pose d; = q(e;) et

n

=1

a(> mier) =) aiq(e:)
=1 =1

K

L,:EF —»
T — oz

L; € E* et q(x) = Z d; (L;(x)) (L;); est libre car c’est la base duale de E.

=1

* Remarques :

1. Si K =R, la décomposition de ¢ sera appelée décomposition de Gauss de q.

2. Sirg(p) =rg(q) =r, alors

En effet,

rg(p) =

g(z) = di(Li(x))”
=1

di 0

rg(M(p,B)) =rg

0 dp,

rg(p) = r donc r éléments parmi les d; sont non nuls. On peut supposer que ce sont les r

premiers.

3. Détermination de Ker ¢

En effet,

s
Ker ¢ = mKer L;
i=1

€ Ker p<=Vye E p(x,y) =0

Or, pour tout = € Z, q(x) = Zdi (Li(z))
i=1

i=1
Donc

i=1

Donc

Vy € E, (ZT: dsz(l‘)LZ> (y) =0« idsz(x)Lz =0g«

=1

i=1

Or (L;); est une famille libre, donc,

Or d; # 0, donc

Vi € N, dzLZ(ZL‘) =0

.
Vi €Ny, Li(z) =0 <= Vi €N,z € Ker Li <=z € | Ker L

i=1
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Décomposition dans le cas ou K=C

E est un C — ev, ¢ une fbs sur E, q la fq associée, et B = (e;); une base p-orthogonale de E, donc
n
pour tout x € E, x = inei.
i=1

Soit r = rg(q). Donc

VieN,, d; = q(ei) 7é 0
donc d; admet dans C une racine carrée b;, i.e. d; = b?.

On effectue le changement de bases suivant :

1
e = 5 i Vi € N,

(2
(2
ei=eVie{r+1,..,n}

Comme (e;); est une base p-orthogonale, il en est de méme pour B’ = (e});.

Donc Vi € N, g(e}) = ¢(

1 1
Eei) = b—Qq(ei) =letVie{r+1,..,n}q(e) =q(e)=0.

r

n T n n n
/ / ! !
T = E Tie; = g xie; + g Tie; = g (wibi)e; + E Tie; = E Ti€;

i=r+1 i=1 i=r+1
avec x; = x;b; Vi e Ny et o, = a; Vi€ {r +1,...,n}

n T
2 2
Donc ¢(x) = Zwli(J(eli) = Z(xlz)
i=1 i=1
,

D’ou ¢(z) = Z(L;(x))Q, (L})1<i<r étant une famille libre.

A= (%%) = M@ B = ()

puisque g(e}) =1, 1 <i<retgle) =qle;) =0, r+1<i<n.

On note

x Conséquence :
Si Sy, (C), alors S est congruente a A,.

Décomposition dans le cas ou K = R

Supposons que dy, ...,ds € R} et dgy1,...,dsyt €ER* ;avec s+t =ret d.y1 = ... =d, =0. On
pose :
1

€; sil<i1<s

S

€ = dei sis+1<i<s+t=r
—a;

i sir+1<:<n

Q)

Comme (e;); est une base p-orthogonale, il en est de méme pour B’ = (¢});.
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1 sil<i<s
Q(eg): -1 sis+1<i<s+t=r
0 sir+1<i<n

SixzeFE,

Z:c,ez leel—i— Z x;e; + Z €X;€;

1=s+1 zr+1
SIS SN R St
i=s+1 i=r+1

= Zwe

avec T = x;/d; Vi =1,..,s, 2 = xi/—d; Vi=s+1,.,ret o =x; Vi € {r +1,...,n}.

s

r
2 2
Donc q(z E a2 :5 2’y — E x';.
i=1

i=s+1
On note
I 0 0 I; 0 O
Asy = 0 —-I,s 0 | = 0 —-I; 0
0 0 0 0o 0 0

x Conséquence :
VS € 5,(C), S est congruente a A

ﬁéoréme 23 : \

Théoréme de Sylvester (K =R) :
Soit E un R-ev de dimension finie n > 1, ¢ une fbs sur E, ¢ la fq associée a ¢ et r = rq(q).
On a vu qu’il existe une base B = (e;) g-orthogonale de E tel que si x = inei, q(x) =

1=n
T
ZdiLi(:v)2, avec di,...,ds € RY et dgy1,...,d, € R* ,avec r = s+ 1.
i=1
L&couple (s,t) ne dépend pas de la base p-orthogonale choisie. J

Définition 24 :
On appelle signature de ¢ et on not sgn(q) le couple (s,t) défini précédemment.

* Remarque :
1. Si g est postive, donc sgn(q) = (r,0).
2. Si q est définie postive, donc sgn(q) = (n,0). (car r = rq(q) = n — dim Ker ¢)
3. Si g est négative, donc sgn(q) = (0,7r).
4. Si q est définie négative, donc sgn(q) = (0,n).
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Décomposition de Gauss d’une fq :

n
q(z) = Zauw? +2 Z Qi T %
i=1

1<i<j<n
Deux cas se présentent :
1. L’un des a;; est non nul.

2. Tous les a;; sont nuls.

1. L’un des a;; est non nul : Supposons que aj; # 0. On écrit :

q(z) = an[z? 4+ 20\ + T

ou A= g ayjrj et T' contient tous les termes ne contenant pas .
2<j<n

q(x) = an[a:% + 22N+ N2 — )\2] +T =ay[(z1 + )\)2 — )\2] +T

Donc ¢(z) = ari(z1 + A)? + (—a11A?) + ...
On note Li(z) = (z1 + A) et qi(x) = (—a11A?) + .... On recommence le méme travail sur

q1(x). )
g(x) =Y di(Li(x))?
i=1

o Exemple :
Donner la décomposition de Gauss de ¢ fq de E = R3 :

q(z,y,2) = 2° —y* — 2xy + dyz + 22°
al] = 1 7A 0
q(z,y, 2) = 2* =2wy+y> -2y +22°+4yz = (z—y)* - 2(y* —2yz—2°) = (x—y)*—2[(y—2)> 277

On pose Li(z,y,2) =x —y, Lo(z,y,2) =y — z et L3(x,y,2) = z.

Donc q(z,y, 2) = Li(z,y, 2)?> — 2La(x,y, 2)? + 4L3(z, y, 2)?

s est le nombre de coefficients strictement positifs :s = 2.

t est le nombre de coefficients strictement négatifs : ¢ = 1.

rg(q) = s+t =3 et sgn(q) = (2,1).

Or rg(q) =rg(p) =3 =dim E. Donc dim Ker ¢ = 0, donc ¢ est non dégénérée.

Construction d’une base (p-orthogonale :

Soit By la base canonique et B la base ¢-orthogonale, tel que si un point a comme coordonnées
X = (z,y, z) dans By, ses coordonnées X' = (2,4, 2') dans B sont définie par :

¥ =Li(z,y,2)=x—y

y'=Ly(z,y,2) =y —=

Z = LS(:CayaZ) =z

Soit P = Pp,p. Donc X = PX'.
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Onaz=z2,y=y+z=y +2etx=a"+y=2"+y + 2. Donc
1 1 1
P=]1011
0 0 1

Donc €} =e1, €, = e + ez et e = e; + ea + e3.
Et on a g(e}) =1, q(es) = —2 et g(e) = 4.

Donc
1 0 O
M(p;B)=| 0 =2 0
0 0 4

. Tous les a;; sont nuls :

q(z) = E a;;x;xj. On peut donc écrire
1<i<j<n

q(x) = 2a12[r122 + AN + 22p] + T

ou T est la somme de tous les termes ne contenant ni x1 ni xs.

q(X) = 2a12[(z1+p) (T2 +A) = Apu|+T = 2a12{i[(901 F2o+ A+ )% — (31— 22+ p— )] = Ap}+T

a
q(X) = %[(mﬂﬁﬂuﬁ— (z1 — z9 + p— N2 — 2a12 0 + T

On pose L1(X) = a1 + a0+ A+ p, Lo(X) =21 — 2o+ — X et ¢2(X) = 2a12 \u + T. On
recommence le méme travail pour gs.

o Exemple :
E =TR* g une fq de E définie par :

q(X) = Q($17 x2,T3, 334) = x1T2 + x9x3 + 22123 + 2T374

a1 = 1 # 0.
q(X) = mxo+ 21(223) + 22(23) + 27374 = (71 + 73) (22 + 273) — 223 + 27374
1 1
= 1($1 + 23 + 29 + 273)% — Z(xl — x5 — 23)* + q1(X)
avec q1(X) = —233§ + 2x3x4 = —2[:E§ — x3x4] ce qui nous ramene au premier cas.
I 2 15, 2, 1 2
D(X) = ~2(as — Laa)? — 23] = ~2(Ls(X)P + 5 (La(X))

1
Avec L3(X) = x3 — %4 et Ly(X) = z4.
Donc sgn(q) = (2,2), donc rg g = 4 = dim E et ¢ est non dégénérée.

1/4 0 0 0
0 —1/4 0 0
0O 0 -2 0
0o 0 0 1/2



Chapitre 6

Espaces euclidiens

Les ev considérés sont des ev réels (K = R)

6.1 Produit scalaire

Définition 1 :

FE est un R-ev. On appelle produit scalaire sur F, toute forme bilinéaire symétrique définie positive
sur E.

On notera (x,y) ou z.y le produit scalaire du couple (z,y).

x Conséquences :

1. Vz,y € E,(x,y) = (y,x) (symétrique).

2. Ve, o',y e E;XN e R, (Ax + 2/, y) = A(z,y) + (¢/,y) (bilinéaire).
3. Vx € E,(z,x) > 0 (positive).

4. Vx € E,(x,z) =0 = x = 0 (définie).

o Ezxemples :

1. Produit scalaire canonique (ou usuel) sur R™ :

n n
Ve,y € R", six = inei ety = Zyie,- ou By = (e;) est la base canonique , alors
i=1 i=1

n
=1

2. E = f([a,b],R) ev de fonctions continues sur [a, b].

b
Vf.g € E,(f,g) =/ fg

avec a < b. C’est un produit scalaire. En effet :

c’est une fbs (évident).
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b
(f, f)= / f? >0 car f étant continue, f2 lest aussi et f2 > 0.
a

b
(f,f>:0=>/ fP=0=f=0=f=0.

@pm’éte’s 2:

Propriétés du produit scalaire On note ||z|| = \/{(x,z) (= /q(x))
Lo+ gl = 2] + 2 (2, 5) + Il
Nz =yl = 2l2 - 24z, 5) + .
= [l +y|? + ||z — yl|? = 2||z]|*> + 2||y||* (identité du parallélogramme)

Az ty,a—y) = ||zl = [yl
Az = (Al
\ En effet | Az|? = \2|z]|? = || Az = |\]||z]]

2
3

1
4=z +yl? = llz = yl* =4 (,9) <= (@.9) = L [z +y[* = Iz = y]’]
5
6

/

Inégalités de Cauchy et de Minkowsky

Puisque le produit scalaire est une fbs définie positive on a les inégalités de Cauchy et de

Minkowsky.

Inégalité de Cauchy :
Vo, y € B, (z,9)* < 2|yl

Vz,y € B, [{(z,y)| < [lzll.[ly|
On a I’égalité ssi x et y sont liés.

Inégalité de Minkowsky (inégalité triangulaire) :
Vo, y € B, |z +yll < [lzl + [yl

On a D'égalité ssi x = 0 ou z et y liés.

Norme euclidienne

L’application
Il: F — R
x > (x,z)

est une norme sur E appelée la norme euclidienne associée au produit scalaire.

En effet :
— |zl =0 = /(z,2) =0 = (z,x) 0 = = = (définie).
— || Az]| = |A|||z|| (déja démontré).
— |z +y| < |lz|| + ||yl (Inégalité de Minkowsky)
C’est donc une norme.
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Distance euclidienne

L’application
d: ExE — R

et appelée distance euclidienne.

Définition 3 :

On appelle espace vectoriel euclidien (eve) tout couple (E, ¢) ou E est un R-ev de dimension finie

et ¢ un produit scalaire sur FE.
On le notera (E, (, ))

6.2 Orthogonalité

Définitions /4 :
1. zly < (z,y) = 0.
2. SiACE, At ={xc E;VYac A, (z,a) =0}

@pm’étés 5

1. SiAC E, A+ = (Vect A)*.

2. SiAc B= B+ cC AL

3. Si Fsev de E, alors F C F*+ (on démontrera I’égalité).

4. {0}t =E.

5. B+ = {0g} car ¢ est définie.

6. AC E, An A+ C {0g} (Si A est un sev, alors AN A+ C {0g}).

7. Vo, y € B,aly <= o+ yl? = 2l + )

\ En effet, ||z + y|> = ||z||* + 2 (z,y) + ||y||*. Et (z,y) =0 < zLy.

J

*x Remarque :

n

>

=1

Si x1,...,x, € F sont 2 & 2 orthogonaux (famille orthogonale), alors

La réciproque n’est pas pas toujours vraie si n > 3.

2 n
=> il
i=1

Définition 6 :

On appelle famille orthonormale toute famille orthogonale (z;);cr telle que Vi € I, ||z;]| = 1.
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Procédé d’orthogonalisation de Schmidt :

Proposition 7 :
Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.

Preuve :
Soit (z1,...,xp) (p < n = dim E) une famille orthogonale formée de vecteurs non nuls.

P p
Soient A1, ..., A\, € R tel que Z/\imi = 0g. Donc Vj € N, <xj,2)\ixi> =0.
i=1 =1

p

Donc 0 = Z Ni (mj,2;) = \j (xj,25) = \j||lz;]|* (orthogonalité).
i=1

Or z; # 0, donc ||z;|| # 0. D’ou \; =0Vj € N,,.

On a donc une famille libre.

x Conséquence :
Toute famille orthonormale de cardinal < n est libre.

ﬁéoréme 8 : \

Théoréme de Schmidt Soit (eq, ..., ep) une famille libre de E, alors il existe une famille (v1, ..., vp)

telle que :

— (v1, ..., vp) orthogonale

- Vi e Ny, v #£0

Qk e N,, Vect(e,...,ex) = Vect(vr, ..., vg) J

Preuve_:
On pose v1 = e; # 0.

Soit vo = eg + avy = ey + aey. Trouvons a tel que vy Lvg.

eg, €
(eg + aer,e1) =0 <= (e, e1) +aler,e1) =0 <= (ea,e1) +aller|? =0 <= a = — <HZ,1||§>
Donc « existe
De plus, Vi, v; # O car si vo = 0, e2 = —ae; contradiction avec (eq, e2) libre. Et Vect(ey, ea) =

Vect(vy,vg) car v1 = e1 et vy = eg + aey.
On pose vz = e3 + Bve + Yv1, et on cherche 8 et v de sorte que vz Lv; et v3Lws.

Supposons que v1, ..., v, sont construits tel que :
— (v1, ..., v) orthogonale et Vi, v; # 0.
— Vect(vy,...,vx) = Vect(eq,...,er), 1 <i<k.
Construisons vp41 2 <k <p-—1).
k

Posons vgy1 = ept1 + E i k41i -
i=1
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I faut que vp1lw;, Vi =1,... k.

k
Or (vgy1,v5) = (€r+1,v5) + ZAi,kH (vi,v5). Or (vi,...,vx) est orthogonale donc (v;,v;) =
i=1
0Vi#j.
Donc (vg1,05) = {ek+1,07) + A [lo]|*.
Up1Lv; = (Vg41,v5) = 0. Donc
(ers1,05) + Ajrr1 [[vg]°. Do
_ {ewt1, )
Ajpir = — L)
vl

Comme ||v;]| # 0, alors Aj 41 existe donc vi41 existe et la famille (vq, ..., vp41) est orthogonale.

De plus vgy1 # 0 car sinon ey € Vect(v,...,vx) = Vect(ey,...,ex), donc (eq,...,ex41) sera
liée, contradiction.
k
Enfin Vect(vi,...,v511) = Vect(er,...,ep41) car epr1 = Vg1 — Z)\i’k+17}i, donc ex1q €
i=1
Vect(v,...,vp+1) et Vect(vy,...,vx) = Vect(er, ..., ex).

Corollaires 9 :
1. Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale de E.

2. FEzistence d’une base orthonormale :

Tout espace vectoriel admet une base orthonormale au moins.

Preuve :

1. Soit (eq, ..., ep) une famille orthonormale (1 < p < n). Complétons cette famille libre en une
base B = (e, ..., €p, €pt1,...,1) de E.
Appliquons le procédé de Schmidt a B.
On pose v; =¢; pour ¢t =1, ..., p.
i—1
Pouri=p+1,...,n, on pose : v; =e¢; + Z Ak, i Uk
k=1
D’apres le procédé, il existe une famille orthogonale B’ formée de vecteurs non nuls B’ =
(V14 ey Up, Upg 1, -y Up ), U5 # 0 Vi € N,,. Donc B’ est libre et card B = dim E = n. Donc B’
est une base orthogonale.

1
En posant u; = in, on a que (uq,...,u,) est une base orthonormale de E.
Vi
2. Soit e un vecteur unitaire de E (||e|]| = 1), donc {e} est une famille orthonormale. D’apres le

Corollaire 1, on peut la compléter en une base orthonormale.
o Exemple :
E =R3. Vz,y € E, on pose :
(z,y) = 3x1y1 + T1Y2 + T2y + 422Y2 + 523Y3 — T1Y3 — T3Y1

Montrer que c’est un produit scalaire. Chercher une base orthonormale a partir de la base canonique
en utilisant le procédé de Schmidst.
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Solution :

C’est une fbs (facile).
(z,x) = 323 + 22129 + 423 + 523 — 27173

1 1 153
Décomposition de Gauss : (z,z) =3 <x1 + g(fl)g - x3)> + E(xg + ﬁ) + 7% z2 > 0.

(x,x) =0= L1(z) = La(x) = L3(x) =0

L3(z) =0 = z3 =0 or La(x) =0, donc x2 = 0 et enfin Li(x) =0 = 21 = 0. Donc z = 0.
C’est donc une fbs définie positive, donc un produit scalaire.

Procédé d’orthogonalisation de Schmidt :

Ona |lexf| = 3, [leall =4, [les]| =5

(e1,e2) =1, (e1,e3) = —1, (ea,e3) =0

On pose v; = ey, donc |lv1|? =3 et |Jv1] = V3

(v1,e2) (e1,e2) 1
Vg = €3 + QUy, 06 = — = — - =
o1 lea] 3

1 2 11 11

Donc v9 = eg — gel et |lval|? = |le2]|? — 3 (e1,e9) + §||€1||2 =3 et ||ve|| = 3

On pose v3 = e3 + Svo + Y1 avec

€3,V2
g o)
[[val
1 1 1
Or <€3,U2> = <€3,€2 - 361> = <€3,€2> ~3 <€3,€1> = 3
13 1
D - -2 -
one f=-397 =11
1
ety = _(63,U;> _ _<€3,€§> _1
(1] lleal] 3
1 1 153 51
Donc v = e3 — e + 3U1 et ||lus||? = 38 =10

v v
Donc (v1,v2,v3) est une base orthogonale et ( ! 2 3 ) est une base orthonormale.

[l vzl flos]

*x Remarque :

n
Soit (E,(.,.)) un eve. Si B = (e;) est une bon de E, alors Vo € E, x = Z T, €e;)e; Z%Q

=1
n
En effet : si z = leez, alors Vj € Ny, (z,¢;) <Z xlez,e]> = sz (€i,ej) = Z:ﬂiéij =
i=1 i=1 i=1

CCj.

Expression matricielle d’un produit scalaire (dans une bon) :

Soit B = (e;) une base de E. En notant ¢ le produit scalaire, M(yp; B) = I,. Donc Vz,y €
n

B {x,y) =" XY =t YX = ay;.
=1
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)

n
] = () = XX =3 a
=1

Supplémentaire orthogonal :

Soit F' un sev de E, alors F'- est un supplémentaire de F' appelé le supplémentaire orthogonal
de F.

Preuve :
F étant un sev F N F+ = {0}.

E=F+F%?
Soit (e1, ..., ep) une base orthonormale de F' complétée en une bon B = (ey, ..., €p, ..., €,) de E.

Alors E = Vect(ey, ...,ep) ® Vect(epy, ..., en) (car B est libre). Or F' = Vect(eq, ..., €p).

n n

Vo € Ft <= (z,¢,) =0, Vi €N, <=z = Z (x,e;)e; = Z (x,e5) e; <= x € Vect(epti, ..., en).

i=1 i=p+1
Donc F*+ = Vect(epi1, ..., en)-

Donc E = F & F+.

x Conséquences :
1. VF sev de E, dim F+ =n —dim F.
2. F** =F (ona F Cc F*ttetdim F**=n—dim F-r =n—(n—p)=p=dim F)

Projection et symétrie orthogonale :

Rappel : p € L(F) est dit une projection si pop =p <= E =Im p® Ker p (on dit que p est
la projection sur I'm p parallelement & Ker p).
x Si E=F®Getpe LE), on dit que p est la projection sur F' parallelement & G si pour

rE€EFR, x=x1+x0,avec v1 € F et zo € G :

p(z)=plxi+a2) =21 8ic€F
plx) =p(r1+22)=0siz e

Donc Inv(p) =Imp=F avec Inv(p) ={z € E; p(x) =z} et Ker p=G.

x Conséquence :
pop=p (Imp=F et Kerp=_G)

Symétrie (vectorielle) :

Soit s € L(E). On dit que s est une symétrie si sos = e.
Si sos=e, alors E = Inv(s) @ Opp(s) avec Opp(s) = {z € E; s(z) = —z}.
Preuve :

Soit x € B, x = %(m + s(x)) + %(w —s(x)).
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s <;(x + 3(36))) = 3s(r + 5(2)) = 3 (s(x) + 7). Done L« + 5(x)) € Inus).
5 <;(x - 5(3:))) = 5 5(z — 5(x)) = 3 (s(x) — ). Done L (x — 5(x)) € Oppl(s).

Siz € Inv(s) N Opp(s) = s(x) = x et s(x) = —x donc x = —z = 0. Donc Inv(s) N Opp(s) =

{0}

*x Remarque :
x € E < 1 =ux1+x2 avec x1 € Inv(s) et x2 € Opp(s) = s(z) = s(x1) + s(x2) = x1 — 2.

Réciproque :

Soit s € L(E) et E = F @& G. On dit que s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G
sis(x) =1 —a2, 21 € F, 20 € G=sos=ce.

@?m’tion 10 : \

F sev de E.

1. p € L(E) est dit projection orthogonale sur F', si p est la projection sur F' parallelement a
F.

2. s € L(F) est dite symétrie orthogonale par rapport & F' si s est la symétrie par rapport a F
parallelement & F-.

On les note respectivement pr et sp. J

*x Remarque :
sp=2pr —e

En effet, 2p(z) —e(x) =221 — (21 + 22) = 21 —x — 2 = s(x).

Proposition 11 :

Caractérisation d’une projection orthogonale
Soit p € L(FE) ; pop=np.
p est orthogonale ssi p est un endomorphisme symétrique (c.a.d (p(z),y) = (x,p(y))).

Preuve :
=7 Supposons que p est une projection orthogonale alors c’est la projection sur Im p pa-
rallelement & Ker p avec E = Im p @ Ker p et Ker p= (Im p)*

Ve € E, x — p(z) € Kerp
Vr,y € E, (p(x),y) = (p(z),y + p(y) — p(y)) = (p(z),y — p(y)) + (p(x), p(y))

Or (p(z),y —p(y)) = 0 car p(z) € Imp et y —p(y) € (Im p)*.
Donc (p(z),y) = (p(z),p(y))-



Orthogonalité 97

De méme Vr,y € E, (z,p(y)) = (x—p(x)+px),p(y) = (x—p),y)) + (p),p(y) =
(p(z),p(y))

<=7 Supposons p symétrique.

pop=p=—=FE=Impcd Ker p.

1l suffit de montrer que Ker p = {Imp}=.

Soit z € Ker p = p(z) = 0.

VYyeImp, Iz € E; y=p(z).

(,9) = (2, p(2)) = (p(), 2) = {0,2) = 0.

Donc = € (Imp)t et Ker p C (Imp)*.

D’autre part, dim (Im p)* =n —dim Im p =n —n +dim Ker p = dim Ker p.
Kerp= (Imp)*.

Donc E = Im p@® (Im p)* et p est orthogonale.

* Remarque :
Important

1. pe L(E), P= M(p,B), B bon.
p est une projection orthonormale ssi P2 = P et !P = P.
2. se L(E), S = M(s,B), B bon.

s est une symétrie orthogonale ssi

S2=7
tg =98

Proposition 12 :

Soit F' un sev de E et pr la projection orthogonale sur F'. Alors Vz € E, d(z, F) = in[f7 (|lx =y|) =
ye
|z —pr ()]l

Preuve :

Vy € F, |lz—yl|? = |lz—pp(z)+pr(x) =yl = lla—pr @) +pr(2) —yl*+2 (& — pr(z), pr(z) - ).
Or z — pr(x) € Kerp=F* et pp(x) —y € F.

Donc [|lz = y|* = |lz = pp(2)|* + pr () — yl* = [lz — pr(2)[[*Vy € F.

Proposition 13 :

Soit F' un sev de dimension p et (e, ..., e,) une bon de F.
P

Vo € F, pp(z) = Z (x,e;) €.

i=1

Preuve :
D’apres ce qui précede, pp(x) € F.
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pr(z) = Z (p(2),e:) e = Z (p(z) —z+z,6) €; = Z((P(x) —x,6) + (7, €))es
i=1 i=1 i=1
Or p(x) —x € Ker pr et ¢; € F, donc (p(z) — z,e;) =0 et pp(x) = Z (x,€;) €.
i=1

Isomorphisme canonique entre FE et F* :

FE eve.
YueFE, 0,: FE — R
T —

(z,u)
est linéaire.

En effet, 0,(A\x + 2') = Az + 2/, u) = XNz, u) + (@', u) = A0, (x) + 0,(2'), et (0,u) = 0 donc
0, € E*.

Construction de 'isomorphisme : Soit

0: £ — FE*
u +—> 0, =0(u)

On vérifie que 6 est linéaire ¢’est donc un morphisme.
Soit u € Ker 6 donc 6, = 0(u) = Op=.

Donc Vz € E, 0,(x) =0 = 0,(x) = (x,u) = 0. En particulier pour z = u, (u,u) =0 = u =
0. Donc Ker 0 = {0g} et 6 est injectif.

Or dim E = dim E* = [0 injectif — 0 bijectij].

0 est donc un isomorphisme.

Application aux hyperplans :

Soit H un hyperplan (E = H®R), alors 3p € E*—{0g-}, H = Ker ¢.Donc Jz € E ; ¢(x) # 0.
p € E* et 0 bijectif donc 'ue E; p =0, =Vr € E, p(z) =0,(z) = (u,x).

Donc Vz € H, p(z) = 0 = Vz € H, (u,x) = 0 <= u € H* <= u' = H c.ad H est
I’orthogonal d’un vecteur u non nul, appelé vecteur normal a H.
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6.3 Endomorphismes remarquables

Soit n € N*, E' un espace vectoriel de dimension n et < .,. > le produit scalaire.

6.3.1 Endomorphismes orthogonaux - matrices orthogonales

@ﬁm’tion 14 :

wur la loi o, appelé groupe orthogonal de E.

Un endomorphisme f de E est dit orthogonal si et seulement si f conserve le produit scalaire :

V(z,y) € E?, (f(z), f(y)) =<,y >

Onnote O (E, < .,.>) ou O (E) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E. C’est un groupe

~

/

Proposition 15 :

Soit f € L(F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) feoE)
(i) Vo € E, ||f(@)[| = [l

*x Remarque :
Les éléments de O(F) sont aussi appelés isométries vectorielles.

Proposition 16 :

Soit f € L(F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) feO(E)
(ii) Pour toute bon B de E, f(B) est une bon de E.

(iii) II existe une bon B de E telle que f(B) soit une bon de E.

Définition 17 :

Une matrice Q de M, (R) est dite orthogonale si et seulement si ’endomorphisme de R™ représenté
par  dans la base canonique de R™ est un endomorphisme de R” muni du produit scalaire usuel.

On note O, (R) 'ensemble des matrices orthogonales de M, (R).
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@)pm’éte’s 18 : \

Soit Q € M,(R), E un R-ev de dimension n et < .,. > un produit scalaire de E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1.

6.

\7.

2
3
4.
5

Q€ On(R).
OO =1,.
QI =1,.
Pour toute bon B de E, I’endomorphisme représenté par {2 dans B est orthogonal.
. Il existe une bon B de E dans laquelle I’endomorphisme représenté par {2 dans B est ortho-

gonal.

Les colonnes de 2 forment une bon de M, ;(R) pour le produit scalaire usuel.

Les lignes de € forment une bon de M ,,(R) pour le produit scalaire usuel. J

Proposition 19 :

O, (R) est un groupe pour la multiplication, appelé groupe orthogonal (d’ordre n).

Proposition 20 :

1.
2.

VO € Op(R), det(Q) € {—1,1}.
Vf € O(E), det(f) € {~1,1}.

6.3.2 Endomorphismes symétriques

Khismes antisymétriques de E. Ce sont des sous-espaces vectoriels de L(E).

Définition 21 :
Un endomorphisme f de E est dit symétrique (respectivement anti- symétrique) s’il vérifie :

On note S(E) I'ensemble des endomorphismes symétriques de E et A(E) I'ensemble des endomor-

/N

V(w,y) € B (f(x),y) = (z, f(y)) (resp. (f(x),y) = —(z, f(¥)))

N

@pm’étés 22 : \

N

Soit f € S(E), alors :
1.
2. Im f et Ker f sont supplémentaires et orthogonaux dans F.
3. Les sous-espaces propres de f sont supplémentaires et orthogonaux.
4.
5

. L’endomorphisme f est diagonalisable dans une base orthonormale (ou encore il existe une

Si F' est un sous-espace vectoriel stable par f, alors F- est stable par f.

Le polynome caractéristique de f est scindé sur R.

base orthonormale de E formée de vecteurs propres de f). J
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Proposition 23 :
Un endomorphisme de F est symétrique si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale

quelconque de E est symétrique.

Corollaire 24 :
Toute matrice symétrique réelle M est diagonalisable et il existe une matrice P orthogonale telle

que P~IM P soit diagonale.




