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Enoncés 1

Topologie
Ouverts et fermés

Exercice 1 [01103] [correction]
Montrer que tout fermé peut s’écrire comme intersection d’une suite décroissante
d’ouverts.

Exercice 2 [o01104] [correction]

On désigne par p; et p les applications coordonnées de R? définies par
pi(x1,x2) = ;.

a) Soit O un ouvert de R?, montrer que p1(O) et pa(O) sont des ouverts de R.
b) Soit H = {(x,y) € R? | zy = 1}. Montrer que H est un fermé de R? et que
p1(H) et po(H) ne sont pas des fermés de R.

¢) Montrer que si F' est fermé et que po(F') est borné, alors p; (F') est fermé.

Exercice 3 [01105] [correction]
Montrer que si un sous-espace vectoriel ' d’un espace vectoriel normé F est
ouvert alors F' = E.

Exercice 4 [o01106] [correction]
Soient A, B deux parties non vides d’un espace vectoriel normé E telles que

d(A,B)= inf

d 0
r€A,yeB (l‘, y) =

Montrer qu’il existe deux ouverts disjoints U et V tels que A C U et BC V.

Exercice 5 [01107] [correction]
Soit E une espace vectoriel normé.
a) Soient F' une partie fermée non vide de E et x € E. Montrer

dlz,F)=0sz€F

b) Soient F' et G deux fermés non vides et disjoints de E.
Montrer qu’il existe deux ouverts U et V tels que

FcUGCVetUNV =0

Exercice 6 [01108] [correction]
On muni le R-espace vectoriel des suites réelles bornées de la norme

[ull o = sup [un|
ne

Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés ou non :

A = {suites croissantes}, B = {suites convergeant vers 0},

C = {suites convergentes},

D= {suites admettant 0 pour valeur d'adhérence} et E = {suites périodiques}.

Exercice 7 [o01110] [correction]

On note RM I'ensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang.

a) Montrer que R™ est un sous-espace vectoriel de 1’espace B(N,R) des suites
réelles bornées.

b) B(N,R) étant normé par | .||, . Le sous-espace vectoriel R™) est-il une partie
ouverte ? une partie fermée 7

Exercice 8 [o1112] [correction]
Soient E; et Fo deux parties fermés d’un espace vectoriel normé F telles que

E=F UE;

Montrer qu'une application f : E — F' est continue si, et seulement si, ses
restrictions f1 et fo au départ de F; et de E5 le sont.

Exercice 9 [02637] [correction]

On note (. | .) le produit scalaire canonique sur R™ et || .|| la norme associée. On
rappelle 'inégalité de Cauchy-Schwarz : si z,y € R™, (z | y) < ||z|| ||y|| avec égalité
si, et seulement si, x et y sont colinéaires et de méme sens.

a) Soit z,a,b € R™ tel que a # b et ||z — al| = ||z — b||. Montrer que

a+b
T — < |l —al|

b) Soit F un fermé non vide de R™ et x € R™. Montrer qu’il existe a € F tel que
z —al = inf ||z —
lv = all = inf Jlo —y|

On supposera d’abord que F' est borné avant d’étudier le cas général.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 juillet 2014

Enoncés 2

¢) Soit A un convexe fermé non vide de R™. Montrer qu’il existe un unique a € A
tel que
—all = inf llz —
lv — all = inf [}z —y]

On note a = P(z) ce qui définit une application P : R™ — A appelée projection
sur le convexe A.

d) Montrer que s’il existe a € A tel que (z —a |y — a) < 0 pour tout y € A, on a
a = P(x).

e) On suppose qu’il existe un y € A tel que

(z = P(x) [y = P(x)) >0

En considérant les vecteurs de la forme ty + (1 — t)P(x) avec t € [0, 1], obtenir une
contradiction.

f) Déduire de d) et ) que a = P(x) si, et seulement si,a € Aet (x—a|y—a) <0
pour tout y € A.

g) Etablir que pour tout z,y € R™,

(¢ —y | P(z) = P(y) > | P(z) - Py)|”

En déduire que P est continue.

Exercice 10 [o02415] [correction]
Soit A une partie non vide de R telle que pour tout x réel il existe un et un seul
y € A tel que |z — y| = d(z, A). Montrer que A est un intervalle fermé.

Exercice 11 [o2770] [correction]

On munit l'espace des suites bornées réelles B(N,R) de la norme

lull. = sup, ([ual).

a) Montrer que l'ensemble des suites convergentes est un fermé de B(N,R).
b) Montrer que 'ensemble des suites (a,) qui sont terme général d’une série
absolument convergente n’est pas un fermé de B(N,R).

Exercice 12 [02771] [correction]
Soit E ’ensemble des suites (a,)n>0 de C telles que la série Y |a,| converge. Si
a= (an)n>0 appartient a F, on pose

—+o0
lall = an]
n=0

a) Montrer que || .|| est une norme sur E.

b) Soit
—+o0
Fz{aeE/Zanzl}
n=0

L’ensemble F' est-il ouvert ? fermé ? borné ?

Exercice 13 [03021 ] [correction]
Soient E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace fermé de E et G un
sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Montrer que F' + G est fermé

Exercice 14 [03037] [correction)]
Caractériser dans M,,(C) les matrices dont la classe de similitude est fermée.
Méme question avec R au lieu de C

Exercice 15 [ 02507 ] [correction]
Soient E = C ([0,1],R) normé par ||. ||, et la partie

A—{feE/f(())—Oet /Olf(t)dt>l}

a) Montrer que A est une partie fermée.
b) Vérifier que
ViEA|flle>1

Exercice 16 [ 03066 ] [correction)]
Soient E = C ([0,1],R) normé par ||. ||, et la partie

Az{féE/f(O)zOet /Olf(t)dtzl}

a) Montrer que A est une partie fermée.
b) Vérifier que
Vi€ A |fle>1

c¢) Calculer la distance de la fonction nulle a la partie A.
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Exercice 17 [03289] [correction]
a) Montrer que les parties

A={(z,y) eR*/zy =1} et B={0} xR

sont fermées.
b) Observer que A + B n’est pas fermée.

Exercice 18 [03290] [correction]

Montrer que Z est une partie fermée de R :

a) en observant que son complémentaire est ouvert ;

b) par la caractérisation séquentielle des parties fermées;

¢) en tant qu'image réciproque d’un fermé par une application continue.

Exercice 19 [03306] [correction]
Dans E = R[X], on considére les normes

Ni(P) = sup |P(t)] et No(P) = sup |P(t)|
te[0,1] te(1,2]

L’ensemble
Q={P e E/P(0) #0}

est-il ouvert pour la norme Ny ? pour la norme Ny ?

Intérieur et adhérence

Exercice 20 [o1113] [correction]
Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F.

Montrer que si F # () alors F = E.

Exercice 21 [o1114] [correction]

Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel normé (F, N).

a) On suppose A C B. Etablir A° € B° et A C B.

b) Comparer (AN B)° et A° N B° d’une part puis (AU B)° et A° U B° d’autre
part.

c¢) Comparer AU B et AU B d’une part puis AN B et AN B d’autre part.

Exercice 22 [o01115] [correction]
Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de F alors son adhérence F' est
aussi un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 23 [03279] [correction]
Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Etablir

Vect(A) C VectA

Exercice 24 [o1116 ] [correction]
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Etablir que sa frontiére Fr(A)
est une partie fermée.

Exercice 25 [01117] [correction]
Soit F' une partie fermée d’un espace vectoriel normé E. Etablir

Fr(Fr(F)) = Fr(F)

Exercice 26 [o1118] [correction)]

Soient A un ouvert et B une partie d’'un espace vectoriel normé E.
a) Montrer que ANBC ANB

b) Montrer que ANB =0 = AN B = .

Exercice 27 [01119] [correction]

On suppose que A est une partie convexe d’un espace vectoriel normé E.
a) Montrer que A est convexe.

b) La partie A° est-elle convexe ?

Exercice 28 [o01120] [correction)]
Soient A et B deux parties non vides d’un espace vectoriel normé E.
Etablir

d(A,B) = d(A, B)

tant d(A,B) = inf d
(en notant d(A, B) oinf_ (z,9))
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Exercice 29 [o1121] [correction]
Soient Aq,..., A, des parties d’un espace vectoriel normé F.

a) Etablir |J A; = U 4.
= \

% i=1

b) Comparer [\ A; et
=1

1=

n R—
Ai-
i—1

K2

Exercice 30 [o1122] [correction]
Soient f: F — F continue bornée et A C F, A non vide. Montrer

£ lloo,a = 1 Flloo, 4

Exercice 31 [02043] [correction]
Déterminer 'adhérence et Uintérieur de 'ensemble D,,(C) des matrices
diagonalisables de M., (C).

Exercice 32 [03026] [correction]

Soit A une partie d’un espace normé F.

a) Montrer que la partie A est fermée si, et seulement si, FrA C A.

b) Montrer que la partie A est ouverte si, et seulement si, ANFrd =10

Exercice 33 [03470] [correction]
Dans M3 (C), on introduit

U={M e My(C)/SpM C U} et R = {M € Ms(C)/In € N*, M"™ = I}

a) Comparer les ensembles R et U.

b) Montrer que U est une partie fermée de My (C).
¢) Montrer que U est inclus dans I'adhérence de R.
d) Qu’en déduire ?

Continuité et topologie

Exercice 34 [o01123] [correction]

Justifier que U = {(ac7 y) € R? /a2 +y% < 23 + y3} est une partie ouverte de R2.

Exercice 35 [01124] [correction]
Montrer que GL,,(R) est une partie ouverte de M, (R).

Exercice 36 [01125] [correction]
Soit F un espace vectoriel euclidien.
Montrer que I'ensemble {(z,y) € E?/(z,y) libre} est un ouvert de E2.

Exercice 37 [01126] [correction]

Pour p € {0,1,...,n}, on note R, 'ensemble des matrices de M,,(K) de rang
supérieur a p.

Montrer que R, est un ouvert de M,,(K).

Exercice 38 [o01127] [correction]

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f : £ — F. Montrer qu’il y a
équivalence entre les assertions suivantes :

(i) f est continue; -
(if) VA € P(B), f(A) € FA);
(iii) VB € P(F), f~Y(B) ¢ f~%(B);
(iv) VB € P(F), f~1(B°) C (f1(B))".

Exercice 39 [o1128] [correction)]
Montrer qu’un endomorphisme u d’un espace vectoriel normé E est continu si, et
seulement si, la partie {x € E/ |Ju(x)| = 1} est fermée.

Exercice 40 [o01129] [correction)]
Montrer qu'une forme linéaire est continue si, et seulement si, son noyau est fermé.

Exercice 41 [03393] [correction)]
Soit f : [0,1] — [0, 1] une application continue vérifiant
fof=Ff

a) Montrer que ’ensemble

{z €[0,1]/f(z) = «}

est un intervalle fermé et non vide.

b) Donner ’allure d’une fonction f non triviale vérifiant les conditions
précédentes.

¢) On suppose de plus que f est dérivable. Montrer que f est constante ou égale a
I’identité.
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Exercice 42 [o2774] [correction]
a) Chercher les fonctions f : [0,1] — [0, 1] continues vérifiant

fof=Ff

b) Méme question avec les fonctions dérivables.

Exercice 43 [o03285] [correction]
Soient E un espace normé de dimension quelconque et v un endomorphisme de FE
vérifiant

vz € B, |lu(x)]| < ||

Pour tout n € N, on pose

a) Simplifier v, o (v — Id).
b) Montrer que
Im(u — Id) Nker(u — Id) = {0}

¢) On suppose E de dimension finie, établir
Im(u —Id) @ ker(u —Id) = F

d) On suppose de nouveau E de dimension quelconque.
Montrer que si
Im(u —1d) @ ker(u —Id) = F

alors la suite (vy,) converge simplement et I’espace Im(u — Id) est une partie
fermée de E.
e) Etudier la réciproque.

Exercice 44 [o1111] [correction]
Montrer que ’ensemble des polynoémes réels de degré n scindés a racines simples
est une partie ouverte de R,, [X].

Exercice 45 [02773] [correction]

Pour n € N*, O,, désigne I'’ensemble des polyndmes réels de degré n scindés a
racines simples et F,, Pensemble des polynémes de R,, [X] scindés a racines
simples.

Ces ensemble sont-ils ouverts dans R,, [X]?

Exercice 46 [03726] [correction]

Soit f : R — R vérifiant

1) V]a,b] C R, f ([a,b]) est un segment ;
2) y € R, f~1 ({y}) est une partie fermée.
Montrer que f est continue.

Exercice 47 [03859] [correction)]
Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension finie.
Montrer que l'ensemble P des projecteurs de E est une partie fermée de L(F).

Connexité par arcs

Exercice 48 [01147] [correction)]
Montrer qu’un plan privé d’un nombre fini de points est connexe par arcs.

Exercice 49 [01148 ] [correction]
Montrer que 'union de deux connexes par arcs non disjoints est connexe par arcs.

Exercice 50 [01149 ] [correction]
Montrer que 'image d’un connexe par arcs par une application continue est
connexe par arcs.

Exercice 51 [o01150] [correction]

Soit f : I — R une fonction dérivable. On suppose que f’ prend des valeurs
strictement positives et des valeurs strictement négatives et ’on souhaite établir
que f’ s’annule.

a) Etablir que A = {(glc7 y) el z< y} est une partie connexe par arcs de I2.

b) On note § : A — R Dlapplication définie par é(x,y) = f(y) — f(z). Etablir que
0€d(A).

¢) Conclure en exploitant le théoréme de Rolle

Exercice 52 [o1151] [correction)]

Soit f : I — R injective et continue. Montrer que f est strictement monotone.
Indice : on peut considérer p(z,y) = f(x) — f(y) défini sur

X ={(z,y) € I*,z < y}.
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Exercice 53 [o1152] [correction]

Soient A et B deux parties connexes par arcs d'un K-espace vectoriel F de
dimension finie.

a) Montrer que A x B est connexe par arcs.

b) En déduire que A+ B = {a+b/a € A,b € B} est connexe par arcs.

Exercice 54 [o01153] [correction]

Soient A et B deux parties fermées d’un espace vectoriel normé E de dimension
finie. On suppose AU B et A N B connexes par arcs, montrer que A et B sont
connexes par arcs.

Exercice 55 [o01154] [correction]
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n > 2
Montrer que la sphere unité S = {z € E/||z| = 1} est connexe par arcs.

Exercice 56 [o01155] [correction)]
Soit E un espace vectoriel normé réel de dimension n > 2.
a) Soit H un hyperplan de E. L’ensemble E\ H est-il connexe par arcs?

b) Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension p < n — 2. L’ensemble F\F est-

connexe par arcs ?

Exercice 57 [o01156] [correction]
Montrer que le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices diagonalisables est
connexe par arcs.

Exercice 58 [o01157] [correction]
Montrer que GL, (R) n’est pas connexe par arcs.

Exercice 59 [01158] [correction]
Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.

Exercice 60 [03737] [correction]
[Théoréme de Darboux]
Soit f : I — R une fonction dérivable définie sur un intervalle I de R.

a) Montrer que U = {(ac7 y) € I?/x < y} est une partie connexe par arcs de R2.

b) On note 7 : U — R Papplication définie par

fly) — f(=)

T(z,y) = =

Justifier

T(U) c f'(1) c7(U)
¢) En déduire que f'(I) est un intervalle de R.

Exercice 61 [03867] [correction]
Montrer que SO3(R) est une partie connexe par arcs.

Densité

Exercice 62 [01130] [correction]
Montrer que GLj,,(R) est dense dans M, (R).
On pourra considérer, pour A € M,,(R), les matrices de la forme A — AI,.

Exercice 63 [01131] [correction]

Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

b) Montrer qu'un hyperplan est soit fermé, soit dense.

il

Exercice 64 [01132] [correction)]
Soient U et V deux ouverts denses d’un espace vectoriel normé F.
a) Etablir que U N'V est encore un ouvert dense de E.

b) En déduire que la réunion de deux fermés d’intérieurs vides est aussi d’intérieur

vide.

Exercice 65 [03058] [correction)]
Soient (un)nen €t (v )nen deux suites réelles telles que

Uy — +00, Uy — 00 et Uyt — Uy — 0

a) Soient € > 0 et ng € N tel que pour tout n = ng, |tu,r1 — us| < €.
Montrer que pour tout a = uy,,, il existe n = ng tel que |u, —a| < e.
b) En déduire que {u, — vp/n,p € N} est dense dans R.

¢) Montrer que l'ensemble {cos(Inn)/n € N*} est dense dans [—1,1].
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Exercice 66 [03017] [correction]
Montrer que {m —Inn/(m,n) € Z x N*} est dense dans R.

Exercice 67 [01133] [correction]
Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0}.
a) Justifier 'existence de

a=inf{z € H/z > 0}

b) On suppose a > 0. Etablir « € H puis H = aZ.
¢) On suppose a = 0. Etablir que H est dense dans R.

Exercice 68 [00023] [correction]
a) Montrer que {cos(n)/n € N} est dense dans [—1, 1].
b) Montrer que {cos(Inn)/n € N*} est dense dans [—1,1].

Exercice 69 [o01134] [correction]

On note RM Pensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang.

a) Montrer que R® est une partie dense de 'espace des suites sommables normé
par

+oo
llly = 3 fual
n=0

b) R®M) est-il une partie dense de I'espace des suites bornées normé par

l[ulloo = sup [ua| ?
neN

Exercice 70 [01135] [correction]
Montrer que I’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense dans

M,,(C).

Exercice 71 [o02779] [correction]
Montrer qu’un hyperplan d’un espace vectoriel normé (E, ||||) est dense ou fermé
dans E.

Exercice 72 [02780] [correction]
On note E l’ensemble des fonctions réelles définies et continues sur [0, +o00[ et
dont le carré est intégrable. On admet que E est un espace vectoriel réel. On le

munit de la norme
+oo
Il f e \// f2(t)dt
0

On note Ey 'ensemble des f € E telles que f est nulle hors d’'un gertain segment.
On note F l'ensemble des fonctions de F du type x +— P(e™®)e™* /2 ot P
parcourt R [X]. Montrer que Ey est dense dans F puis que F' est dense dans F.

Exercice 73 [02944] [correction]
Soit A une partie convexe et partout dense d’un espace euclidien E.
Montrer que A = F.

Exercice 74 [ 03018 ] [correction]
Soit A une partie non vide de R vérifiant

a+b

Va,b e A, 5

€A

Montrer que A est dense dans 'intervalle ]inf A, sup A].

Exercice 75 [03020] [correction)]
Soit A une partie non vide de R*T* vérifiant

V(a,b) € A2, Vabe A

Montrer que A N (R\Q) est dense dans Jinf A, sup AJ.

Exercice 76 [03059] [correction)]
Soient E = C ([0,1],R) et ¢ € E. On note N, : E — R Iapplication définie par

Ne(f) = If el

Montrer que N,, est une norme sur E si, et seulement si, ¢! (R*) est dense dans
[0,1].
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Exercice 77 [03402] [correction]
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose

Un+1

(uy,) strictement croissante, u, — +oo et —1

Un

Montrer que ’ensemble

est une partie dense dans U'intervalle [1, +00]

Exercice 78 [ 03649 ] [correction]
Soient A et B deux parties denses d’un espace normé F.

On suppose la partie A ouverte, montrer que A N B est une partie dense.

Exercice 79 [oo0012] [correction]
Etablir que S;" " (R) est dense dans S, (R).

Continuité et densité

Exercice 80 [o01136] [correction]
Soit f : R — R continue vérifiant

Vo,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y)

Déterminer f.

Exercice 81 [01139] [correction]
Soit f : R — R une fonction continue telle que

vy e R f(T5) = 5@+ )

a) Montrer que D = {p/2"/p € Z,n € N} est dense dans R.
b) Montrer que si f s’annule en 0 et en 1 alors f = 0.
¢) Conclure que f est une fonction affine.

Exercice 82 [01137] [correction]
Montrer que pour tout 4, B € M, (C), xap = XBA-

Exercice 83 [01138] [correction]
Soit n > 2. Calculer det(comA) pour A € M, (C).

Exercice 84 [o03128] [correction)]

Soient n € N avec n > 2.

a) Soient A € M, (C) et P € GL,(C).

Exprimer la comatrice de P~'AP en fonction de P, P~! et de la comatrice de A.
b) En déduire que les comatrices de deux matrices semblables sont elle-méme
semblables.

Exercice 85 [00750] [correction)]

Pour A € M,,(K), on note Ala transposée de la comatrice de A.

a) Calculer det A.

b) Etudier le rang de A.

¢) Montrer que si A et B sont semblables alors A et B le sont aussi.

d) Calculer A.

Exercice 86 [03275] [correction)]
Montrer
VA, B € M,(R),com(AB) = com(A)com(B)

Théoréme de Weierstrass

Exercice 87 [01140] [correction]
Soit f : [a,b] — C continue. Montrer

/ J@em dt —— 0

On pourra commencer par étudier le cas ol f est une fonction de classe C*.
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Exercice 88 [o1141 ] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que si pour tout n € N,

1
/ " f(t)dt =0
0

alors f est la fonction nulle.

Exercice 89 [o01142] [correction]

Soit f : [a,b] — R continue telle que f: f(t)dt = 0. Montrer qu’il existe une suite
(P,,) de polynomes telle que

/bpn@) dt=0ct sup |f(t)— Pa(t)] — 0

te€la,b] n—+oo

Exercice 90 [o01143] [correction]
Soit f : [a,b] — R continue telle que f > 0. Montrer qu’il existe une suite (P,) de

polynomes telle que P, > 0 sur [a,b] et sup |f(t) — P.(t)] —— 0.
te€la,b] n—+oo

Exercice 91 [o01144 ] [correction]
Soit f : [a,b] — R de classe C'. Montrer qu'il existe une suite (P,) de polyndmes
telle que

Noo(f —P,) = 0et No(f' = P,) =0

Exercice 92 [o1145] [correction]
[Théoréeme de Weierstrass : par les polynomes de Bernstein]
Pour n € Net k € {0,...,n}, on pose

a) Calculer
> Bux(x), Y kBni(z) et Y kB ()
= k=0

k=0
b) Soient o > 0 et = € [0, 1]. On forme

A=A{kelo,n]/|k/n—2z|=2a} et B={ke[0,n]/|k/n—2z| <a}

Montrer que
1

4na?

keA
¢) Soit f:[0,1] — R continue. On pose
—~ [k
Pe) =3 £ () Busto

k=0

Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 93 [o01146 ] [correction]
[Théoréeme de Weierstrass : par convolution]
n désigne un entier naturel.

On pose
1
an = / (1 —t3Hndt
~1
et on considere la fonction ¢, : [—1, 1] — R définie par
1
n -~ (1— 2\n
oulw) = (1=

a) Calculer fol t(1 — t?)* dt. En déduire que

! 1
an :/ (1—t3)™dt >
1 n+1

b) Soit « € ]0,1]. Montrer que (¢,,) converge uniformément vers la fonction nulle
sur [a, 1].

c) Soit f une fonction continue de R vers R nulle en dehors de [—1/2,1/2].
Montrer que f est uniformément continue.

On pose

fulz) = / @ =0

pour tout x € R.
d) Montrer que f,, est une fonction polynomiale sur [—1/2,1/2]
e) Montrer que

(@) = fulz) = / (f(2) — fa — ) pn(t)dt

-1
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f) En déduire que f,, converge uniformément vers f sur R.

g) Soit f une fonction réelle continue nulle en dehors de [—a, a].
Montrer que f est limite uniforme d’une suite de polynomes.

h) Soit f une fonction réelle continue sur [a, b].

Montrer que f est limite uniforme d’une suite de polynémes.

Exercice 94 [02828] [correction]
Soit f € C([a,b],R). On suppose que pour tout n € N,

b
/ 2" f(x)dz =0

a) Montrer que la fonction f est nulle.
b) Calculer

+oo )
I, = / 21707 qy
0

¢) En déduire qu'’il existe f dans C(]0, +o0o[,R) non nulle, telle que, pour tout n

dans N, on ait
+oo
/ 2" f(z)dz =0
0

Lemme de Baire

Exercice 95 [o03152] [correction]
Soit f : [1,+00] — R une fonction continue vérifiant

Va € [1, 400, f(nx) = 0

Montrer que f converge vers 0 en +oo.
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Exercice 1 : [énoncé]
Soient F' un fermé et pour tout n € N*

O, = U B(a,1/n)

acF

Oy, est un ouvert (car réunion d’ouverts) contenant F. Le fermé F' est donc inclus
dans l'intersection des O,, pour n € N*.

Inversement si x appartient a cette intersection, alors, pour tout n € N, il existe
an € F tel que z € B(ay,,1/n). La suite (a,) converge alors vers x et donc z € F
car F est fermé.

Finalement F' est 'intersection des O,, pour n € N*,

Exercice 2 : [énoncé]

a) Soit x € p1(0), il existe y € R tel que a = (x,y) € O. Comme O est ouvert, il
existe € > 0 tel que By (a,e) C O et alors Jx — e,z + [ C p1(O). Ainsi p1(0) et de
méme po(0) est ouvert.

b) Soit ((n, Yn))nen € HY telle que (7, y,) — (z,9). Comme z,y, = 1, 4 la
limite zy = 1.

Par la caractérisation séquentielle des fermés, H est fermé. p; (H) = R*,

p2(H) = R* ne sont pas fermés dans R.

¢) Soit (z)nen € (p1(F))N telle que z,, — x. Pour n € N, il existe y,, tel que
(n,yn) € F.

La suite ((2,,yn)) est alors une suite bornée dont on peut extraire une suite
convergente : ((Ty(n), Yp(n)))-

Notons y = lim y,(,). Comme F' est fermé, (z,y) = im(z,(,), Yp(n)) € F puis
z=p1((z,y)) € p1(F).

Exercice 3 : [énoncé]
Op € F donc il existe & > 0 tel que B(0g, ) C F'.
Pour tout € E, on peut écrire

T=A\y

avec y € B(0g, a) et A bien choisis
On a alors y € F puis ¢ € F' car F est un sous-espace vectoriel.
Ainsi F = E.

Exercice 4 : [énoncé]

Les ensembles
U= |]J Bla,d/2) et V =] B(b,d/2)
acA beB
avec d = d(A, B) sont solutions.
En effet U et V sont des ouverts (par réunion d’ouverts) contenant A et B.
U et V sont disjoints car

UNV #0= 3(a,b) € Ax B,B(a,d/2) N B(b,d/2) # 0 = d(A,B) < d

Exercice 5 : [énoncé]

a) (<) ok

(=) Si d(z, F) = 0 alors il existe (u,) € FN tel que u, — x, or F est fermé, donc
xeF.

b) Soient

U= ILGJFB (x %d(:p, G)) et V= ELEJGB (x %d(m, F))

Les parties U et V sont ouvertes car réunion de boules ouvertes et il est clair que
U et V contiennent respectivement F' et G.
S’il existe y € U NV alors il existe a € F et b € G tels que

d(a,y) < 3d(a,G) et d(b,y) < 5d(b, F)
Puisque
d(a,G),d(b, F) < d(a,b)

on a donc
d(a,b) < d(a,y) + d(y,b) < d(a,b)

C’est absurde et on peut conclure

Unv=»9

Exercice 6 : [énoncé]

A est fermé car si u? = (ub) est une suite d’éléments de A convergeant vers une
suite © = (uy) pour la norme ||. || alors pour tout n € N et tout p € N,

ub < quH qui donne a la limite u,, < u,4+1 et donc u € A.

B est fermé car si u? = (uf) est une suite d’éléments de B convergeant vers une
suite © = (u,) pour la norme ||.||, alors pour tout € > 0 il existe p € N tel que
lu —uP| <e/2 et puisque u?, n_—>>000, il existe N € N tel que

Vn > N, [ub| < e/2
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et donc
|un| < |un - uzvjzl + |u§)1| e

Ainsi u — 0 et donc u € B.

C' est fermé. En effet si u? = (u2) est une suite d’éléments de C' convergeant vers
une suite u = (u,) pour la norme ||. || alors en notant ¢? la limite de u?, la suite
(¢7) est une suite de Cauchy puisque |7 — 09| < ||[uP — u?|| . Posons / la limite de
la suite (¢7) et considérons vP = uP —¢P. vP € B et vP - u— £ doncu—{ € B et
ueC.

D est fermé car si uP = (uP)) est une suite d’éléments de D convergeant vers une
suite u = (uy) pour la norme ||. ||, alors pour tout € > 0 il existe p € N tel que
[lu — uP|| . <e/2 et puisque 0 est valeur d’adhérence de w?, il existe une infinité
de n tels que |uf| < e/2 et donc tels que

lun| < lup —uf| + |up| <e

Ainsi 0 est valeur d’adhérence de u et donc u € D.

E n’est pas fermé. Notons 0P, la suite déterminée par 0F = 1 si p | n et 0 sinon. La
suite 6P est périodique et toute combinaison linéaire de suites §” ’est encore.
Posons alors

qui est élément de E. La suite u” converge car

p+q 1 1
[l —wrl| g < Y 5 <55 20
k=p+1

et la limite u de cette suite n’est pas périodique car

et que u, < 1 pour tout n puisque pour que u, =1 il faut k | n pour tout k € N.

Exercice 7 : [énoncé]

a) Les éléments de R sont bornés donc RM < B(N, R).

L’appartenance de I’élément nul et la stabilité par combinaison linéaire sont
immédiates.

b) Si RM est ouvert alors puisque 0 € RM il existe o > 0 tel que

Boo(0,0) ¢ RM,

Or la suite constante égale a /2 appartient a B (0, ) et n’est pas nulle a partir
d’un certain rang donc B (0,a) ¢ R® et donc RM n’est pas ouvert.
N 1

¢) Pour N € N, posons u!V définie par ul) = T sin< N et u = 0 sinon.

(uN) € R® et uN — u avec u donné par u, = . En effet

1

—— =0
N +2

™ =l =
o0

Mais u ¢ R™ donc R™ n’est pas fermé.

Exercice 8 : [énoncé]

L’implication directe est immédiate. Inversement, supposons f; et fo continue.
Soit a € E.

Si a € E1 N Ey alors la continuité de f; et de fo donne

f(@) ——— f(a)

r—a,x€FE,

et
f@) ——— f(a)

rx—a,x€Fo

donc

f(@) ——— f(a)

rz—a,x€lR

Si a € Eq1\E; alors il existe a > 0 tel que B(a, o) C CgEs et done B(a,a) C Ej.
Puisque f coincide avec la fonction continue f; sur un voisinage de a, on peut
conclure que f est continue en a.

Le raisonnement est semblable si a € E3\E; et tous les cas ont été traités car
E=FiUEs.

Exercice 9 : [énoncé]

a)

S| 1 1
=2l —al® + e~ bl + 5@ —alz—b) < o —af?

H a+b
r—
2

De plus s’il y a égalité, x — a et £ — b sont colinéaires et ont méme sens, or ces
vecteurs ont méme norme, ils sont des lors égaux ce qui est exclu puisque a # b.
b) Cas F borné (donc compact).

1 existe (y,,) € F™ tel que

|z — ynl P ngfm lz —yll
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Pour a valeur d’adhérence de (y,,), on a par passage a la limite

z —al = inf ||z —
| | yeFH yll

Cas général. Posons d = ing |lz -yl et F/ = FNB(x,d+1).
ye
F’ est fermé et borné donc il existe a € F’ tel que ||z — al| = infﬁ |z — yl|-
yeF’
Or par double inégalité inf ||z —y|| = inf ||z — y|| et a € F donc il existe a € F
yeF’ yeF

tel que voulu.

¢) L’existence est assuré par b. Pour 1'unicité, supposons par I’absurde I'existence
de a # b solutions.

Par a), on a

20 <o —al
T — T —a
2
avec “TH) € A car A convexe. Cela contredit la définition de a.
d)

2 2 2 2
e =yl” = llz —al" +2(z —ala-y)+ la=y[" > |z —a

avec a € A donc a = P(x).

e)
lz = (ty + (1 = ) P(@)|]* = ||z = P(x) — t(y — P(x))|”
= ||z = P(a)]| - 2t(x — P(z) | y — P(x)) + £ |y — P(x)||”

21z — P(2) |y = P@) + ¢y — P@)|* ~ ~2u(x — P() |y — P(x))

est strictement négatif au voisinage de zéro.

Pour t suffisamment petit, ty + (1 — t)P(z) est un vecteur du convexe A
contredisant la définition de a.

f) Par d), on a <. Par e., on a = via contraposée.

g)
(z—y| Plx) - P(y) = (v — P(x) | P(z) — P(y))
+[|P(@) - P(y)|I> + (P(y) — y | P(x) — P(y))
(x — P(x) | P(z) — P(y)) = —(z — P(z) | P(y) — P(x)) =2 0
et
(P(y) —y| P(x) - P(y) =—(y—P(y) | P(x) — P(y)) 20
donc

(¢ —y | P(z) = P(y)) > | P(z) - P(y)|

Par Cauchy-Schwarz
IP(x) = P)I* <l = y|l | P(x) - P(y)]

Pour P(z) # P(y), | P(z) = P(y)]| < ||z — yl| et pour P(x) = P(y) aussi.
P est donc continue car lipschitzienne.

Exercice 10 : [énoncé]
Soit (z,,) € AN convergeant vers x € R. Il existe un unique y € A tel que
|z —y| =d(z, A). Or d(x,A) = 0 donc x = y € A. Ainsi A est fermé.
Par ’absurde supposons que A ne soit pas un intervalle. Il existe a < ¢ < b tel que
a,be Aetc¢ A
Posons a =sup{x € A/z <clet f=inf{r € A/x >c}. Onaa,f € A,
a<c<fet]a ] C CrA.
a+pB B—a _

Posons alors v = “3=. On a d(v, A) = %5% = |y — a| = |y — (] ce qui contredit

I’hypothése d’unicité. Absurde.

Exercice 11 : [énoncé]
a) Notons C l'espace des suites convergentes de B(N, R).
Soit (u™) une suite convergente d’éléments de C' de limite u>.

Pour chaque n, posons £ = limu™ = lim u?.
P
p—>+o0

Par le théoreme de la double limite appliquée a la suite des fonctions u™, on peut
affirmer que la suite (£) converge et que la suite u™ converge vers la limite de
(¢™). En particulier u> € C.

b) Notons A l'espace des suites dont le terme général est terme général d’une série
absolument convergente.

Soit (u™) la suite définie par

1
(p + 1)1+1/n

La suite (u™) est une suite d’éléments de A et une étude en norme ||| permet

d’établir que u™ — u™ avec u® = ——. La suite u™ n’étant pas élément de A, la

p T pHl
partie A n’est pas fermée.

Vn € N*,Vp e N,u, =

Exercice 12 : [énoncé]
a) Par définition de I’ensemble F, application || .|| : £ — RT est bien définie.
Soient (an)n>0, (bn)n>0 éléments de E et A € R.

—+oo —+oo
lla+ bl =" lan +bal <D (|an| + [ba]) = lla]l + ]
n=0 n=0
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avec convergence des séries écrites, et
+o00 +oo +00
INall =" anl =D~ Alan| = A lan] = Al [la]
n=0 n=0 n=0

Enfin, si ||a]| = 0 alors
Vn €N, |a,| < |lall =0

donne (an)n>0 = (0)n>0
b) Considérons la forme linéaire

+oo
¢ (an)nzo0 — Z an,
n=0

On vérifie
+oo “+o0o
Va = (an)nzo € B, lp(a)] = |Y_an| <D lan| = |a]
n=0 n=0

La forme linéaire ¢ est donc continue.

Puisque F' = ¢~ ({1}) avec {1}, la partie F est fermée en tant qu'image
réciproque d’une partie fermée par une application continue..

Posons e = (1,0,0,...) et un élément de F et

Va>0,et+aed Fet |le—(e+ae)|=a

On en déduit que F n’est pas un voisinage de son élément e et par conséquent la
partie F' n’est pas ouverte.
Posons o = e+ p.(1,-1,0,0,...).

VpeN,a? € F et ||of|| —— 40
p—+oo

La partie F' n’est donc pas bornée.

Exercice 13 : [énoncé]

Pour obtenir ce résultat, il suffit de savoir montrer F' + Vect(u) fermé pour tout
Soit (x,) une suite convergente d’éléments de F' + Vect(u) de limite .

Pour tout n € N, on peut écrire x,, = y,, + A\pu avec y, € F et A\, € K.
Montrons en raisonnant par absurde que la suite ()\,,) est bornée.

Si la suite (\,) n’est pas bornée, quitte & considérer une suite extraite, on peut
supposer |\,| = +o00.

Posons alors z,, = %xn = iyn + u.

Puisque ||z,| — ||| et |[A\n] = 400, on a ||z, | — 0 et donc ﬁyn — —u.

Or la suite de terme général %yn est une suite d’éléments de I'espace fermé F',
donc —u € F ce qui exclu.

Ainsi la suite (A,) est bornée et on peut en extraire une suite convergente (A, (n))
de limite A € K.

Par opérations, la suite (y,(,)) est alors convergente.

En notant y sa limite, on a y € F' car I'espace I est fermé.

En passant la relation x,, =y, + A,u a la limite on obtient

x=y+ \u € F+ Vect(u).

Ainsi 'espace F' + Vect(u) est fermé.

Exercice 14 : [énoncé]

Cas A € M,,(C) est diagonalisable.

Soit (A,) une suite convergente de matrices semblables & A.

Notons A la limite de (4,).

Si P est un polynéme annulateur de A, P est annulateur des A, et donc P annule
A. Puisque A est supposée diagonalisable, il existe un polynome scindé simple
annulant A et donc A, et par suite A, est diagonalisable.

De plus x4 = x4, donc a la limite xa = xa_,-

On en déduit que A et A, ont les mémes valeurs propres et que celles-ci ont
mémes multiplicités. On en conclut que A et A, sont semblables.

Ainsi la classe de similitude de A est fermée.

Cas A € M,,(C) non diagonalisable.

A titre d’exemple, considérons la matrice

(2 1)

) , on obtient

— O

Pour P, = ( g

—1 o )\ 1/p
P, APp<0 ) =

qui n’est pas semblable & A.
De fagon plus générale, si la matrice A n’est pas diagonalisable, il existe une
valeur propre A pour laquelle

ker(A — A)? # ker(A — \Iy)

Pour X3 € ker(A — M3)?\ ker(A — A\lp) et X; = (A — Al3)Xo, la famille (X1, X2)
vérifie AX7 = AX; et AXs = AX5 + X;. En complétant la famille libre (X7, X5)
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en une base, on obtient que la matrice A est semblable a

A1 (%
T= 0 X (%
(0 (0 B
Pour P, = diag(p, 1,...,1), on obtient
A 1/p (+/p) A0 (0)
PI'TP,=| 0 X (%) =1 0 X % | =4«
(0) (o) B (0) (0) B

Or cette matrice n’est pas semblable & T ni & A car rg(Aoo — Al,) # rg(T — A1,).
Ainsi, il existe une suite de matrices semblables & A qui converge vers une matrice
qui n’est pas semblable & A, la classe de similitude de A n’est pas fermée.

Cas A € M, (R)

Si A est diagonalisable dans C alors toute limite A, d’une suite de la classe de
similitude de A est semblable & A dans M,,(C). Soit P € GL,(C) telle que
P7'AP = A,,. On a alors AP = PA_.. En introduisant les parties réelles et
imaginaires de P, on peut écrire P = Q + iR avec @Q, R € M, (R).

L’identité AP = PA. avec A et A réelles entraine AQ = QA et AR = RA.
Puisque la fonction polynéme ¢ — det(Q + tR) n’est pas nulle (car non nulle en i),
il existe t € R tel que P’ = @ +tR € GL,(R) et pour cette matrice AP’ = P'A,.
Ainsi les matrices A et Ay, sont semblables dans M., (R).

Si A n’est pas diagonalisable dans C.

Il existe une valeur propre complexe A pour laquelle ker(A — Al5)? # ker(A — \I5).
Pour X2 S ker(A - )\IQ)Q\keI‘(A - )\12) et X1 = (A — )\IQ)X27 la famille (Xl, X2)
vérifie AXl = )\Xl et AX2 = )\XQ + Xl.

Si A € R, il suffit de reprendre la démonstration qui précede.

Si A € C\R, on peut écrire A = a + ib avec b € R*.

Posons X3 = X; et X, = Xo.

La famille (X1, X5, X3, X4) est libre car X # \.

Introduisons ensuite Y3 = Re(X1), Y2 = Re(X32), Y3 = Im(X7) et Yy = Im(X>).
Puisque Vectc(Ya,...,Ys) = Vecte(Xq, ..., X4), la famille (Y7,...,Ys) est libre et
peut donc étre complétée en une base.

On vérifie par le calcul AY] = aY; — bY3, AYs = aYs — bY, + Y1 AY3 = aY3 + bY] et
AY,; =bYs +aYy + Vs,

et on obtient que la matrice A est semblable dans M, (R) & la matrice

T *
(O B)avec

a 1 b 0
0 a 0 b
= b 0 a 1
0 -b 0 a

Pour P, = diag(p,1,p,1,...1), on obtient

_ T *
P7'TP, — ( ) =Ay

O B
avec
a 0O b O
0 a 0 b
T = b 0 a O
0 —-b 0 a

Or dans M,,(C), la matrice A, est semblable est & diag(\, A, A, \, B) qui n’est pas
semblable & A pour des raisons de dimensions analogues a ce qui a déja été vu.
Les matrices réelles A et A, ne sont pas semblables dans M,,(C) ni a fortiori
dans M, (R).

On en déduit que la classe de similitude de A n’est pas fermée

Exercice 15 : [énoncé]

a) Soient (f,) une suite convergente d’éléments de A et f, € E sa limite.
Puisque la convergence de la suite (f,,) a lieu pour la norme || .||, cette
convergence correspond & la convergence uniforme. En particulier, il y a
convergence simple et

fn(0) = foe(0)
On en déduit f(0) =0.

Puisqu’il y a convergence uniforme de cette suite de fonctions continues, on a aussi

/01 Falt) dt — /01 Foo(t) dt

et donc )
/ foo(t)dt =1
0
Ainsi fo € A et la partie A est donc fermée en vertu de la caractérisation

séquentielle des parties fermées.
b) Par I'absurde, supposons qu’il existe f € A vérifiant || f|| < 1. Puisque

1 1 1
/Of(t)dt‘é/o s drs [l ars

/Olf(t)dtzl

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD

on peut affirmer que



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 juillet 2014

Corrections 16

et donc )
| s o

Or la fonction ¢ — 1 — f(¢) est continue et positive, c’est donc la fonction nulle.
Par suite f est la fonction constante égale a 1, or f(0) = 0, c’est absurde.

Exercice 16 : [énoncé]

a) Soient (f,) une suite convergente d’éléments de A et fo € E sa limite.
Puisque la convergence de la suite (f,,) a lieu pour la norme ||. ||, il s’agit d’une
convergence uniforme.

Puisqu’il y a convergence uniforme, il y a convergence simple et en particulier

fn(0) = oo (0)

On en déduit f(0) = 0.
Puisqu’il y a convergence uniforme de cette suite de fonctions continues, on a aussi

/01 Fu(t) dt — /Olfoo(t)dt

et donc fol foolt)dt > 1.

Ainsi foo € A et la partie A est donc fermée en vertu de la caractérisation
séquentielle des parties fermées.

b) Par I’absurde, supposons qu’il existe f € A vérifiant || f|| , < 1. Puisque

1 1 1
dt| < dt < dt <
]/ 0 t|</0 s [l a<

on peut affirmer que

/Olf(t)dtzl

/Ol(l—f(t))dt=0

et donc

Or la fonction ¢ — 1 — f(¢) est continue et positive, ¢’est donc la fonction nulle.
Par suite f est la fonction constante égale & 1, or f(0) = 0, c’est absurde.
c) d(0,A) = }ng | fll o et par ce qui précede on a déja d(0,A) > 1.

€

Considérons maintenant la fonction f,, définie pour n € N* par le schéma.

1+1/n

—_
v

ol n

La fonction f;,

La fonction f, est continue, f,(0) = 0 et par calcul d’aires

' + — 2
1 n+1 1 1 2 D(n+1 m2+n—1
/ Fat)dt n +<1>n _ @2n-1)(n+1) n+n 51
0 =

2n n n n 2n2 2n2

Ainsi la fonction f,, est élément de A. Or

n+1
[fallo=———1
n

donc
d(0,4) =1

Exercice 17 : [énoncé]
a) Soit (u,) une suite convergente d’élément de A de limite uoo = (Too, Yoo )-
Pour tout n € N, on peut écrire u, = (Tn,yn) avec Ty, = 1. A la limite on
obtient Yoo = 1 et donc uy = 1.
En vertu de la caractérisation séquentielle des parties fermées, on peut affirmer
que A est fermée.
La partie B, quant a elle, est fermée car produit cartésien de deux fermées.
b) Posons

un = (1/n,0) = (1/n,n) + (0,—n) € A+ B

Quand n — +o0, u, — (0,0).
Or (0,0) ¢ A+ B car le premier élément d’un couple appartenant & A + B ne
peut pas étre nul.
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Exercice 18 : [énoncé]
a) On a

R\Z = U Jn,n+1]
nez

Puisque R\Z est une réunion d’ouverts, c’est un ouvert.
b) Soit (x,) une suite convergente d’entiers de limite £.
Pour e = 1/2, il existe un rang N € N tel que

Yn > N, |z, — ¢ < 1/2

et alors
Vm,n = N, |y, — x| <1

Puisque les termes de la suite (x,,) sont entiers, on en déduit
VYm,n > N,x,, =,

La suite (z,,) est alors constante & partir du rang N et sa limite est donc un
nombre entier.

¢) Considérons f: R — R définie par f(zr) = sin(nz).

La fonction f est continue et

z=f"1({0})

avec {0} partie fermée de R.

Exercice 19 : [énoncé]

Posons ¢ : E — R Dapplication définie par ¢(P) = P(0).

L’application ¢ est linéaire et puisque |p(P)| < N1 (P), cette application est
continue. On en déduit que Q = ¢ =1 ({0}) est un ouvert relatif & F i.e. un ouvert
de E pour la norme Nj.

Pour la norme N5, montrons que la partie {2 n’est pas ouverte en observant qu’elle
n’est pas voisinage de son point P = 1. Pour cela considérons la fonction continue
f:10,2] = R donnée par le graphe suivant :

A

v

Par le théoréme d’approximation de Weierstrass, il existe une suite (P,) de
polynoémes vérifiant
sup [P, (t) — f(t)| = 0
te0,2]
et en particulier
P,(0) - 0et No(P, — P) =0

Considérons alors la suite de polynoémes (Q,,) avec
@n = Pn — Pu(0)
Pour tout n € N, @,,(0) =0 donc @, ¢ Q et
No(Qn) < No(P, — P)+|P,(0)] = 0

donc N
Q, =P

Puisque la partie €2 n’est pas voisinage de chacun de ses points, elle n’est pas
ouverte pour la norme Ns.

Exercice 20 : [énoncé]

Supposons F # () et introduisons = € F, il existe ¢ > 0 tel que B(z,¢) C F. Pour
tout u € F tel que u # O, considérons

y=a+ oo
2 |[ull

onay € B(x,e)donc y € Fyorx € F doncu € F. Ainsi E C F puis E = F.

Exercice 21 : [énoncé]

a) Si a est intérieur & A alors A est voisinage de a et donc B aussi. Par suite

a € B°.

Si a est adhérent a A alors a est limite d’une suite convergente d’éléments de A.
Celle-ci est aussi une suite convergente d’éléments de B donc a € B. On peut
aussi déduire ce résultat du précédent par un passage au complémentaire.

b) AN B C A, B donc (AN B)° est inclus dans A° N B°. Inversement si a un
élément de A° N B°, alors A est voisinage de a et B aussi donc A N B est voisinage
de a et donc a est intérieur & AN B. Ainsi (AN B)° et A° N B° sont égaux.
ACAUB et BC AUB donc A° U B° est inclus dans (A U B)°. L’égalité n’est
pas toujours vraie. Un contre-exemple est obtenu pour A =]0,1] et B = [1, 2] ou
A°UB° =10,1[U]1,2[ alors que (AU B)° =]0,2][.
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¢) Par passage au complémentaire des résultats précédents : AU B et AU B sont
égaux alors que AN B est inclus AN B sans pouvoir dire mieux. On peut aussi
mener une résolution directe en exploitant a) et la caractérisation séquentielle des
points adhérents pour l'inclusion de AU B dans AU B.

Exercice 22 : [énoncé]

FCEet0geF car Og € F.

Soient A\, u € K et x,y € F.

11 existe deux suites (z,) et (y,) d’éléments de F vérifiant

Ty — T et Yy, =y
On a alors
ALy, + WYn — AT+ py
avec A, + puyn € F pour tout n € N. On en déduit Az + uy € F.

Exercice 23 : [énoncé]

Puisque A C VectA, on a A C VectA.

Puisque VectA est un sous-espace vectoriel, on montrer aisément que VectA est
aussi. Puisqu’il contient A, on obtient

Vect(A) C VectA

Exercice 24 : [énoncé]
On a . S
Fr(A)=A\A=ANCr A=ANCgA

On en déduit que Fr(A) est fermée par intersection de parties fermées

Exercice 25 : [énoncé]
On sait

donc

Fr(Fr(F)) = Fr(F) N CgFr(F)

Or Fr(F) C F = F donc CpF C CgFr(F) puis CpF C CpFrF.
De plus FrF' C CgF donc FrF C CgFrF puis

Fr(Fr(F)) = Fr(F)

Exercice 26 : [énoncé]
a) Soit # € AN B. 1l existe une suite (b,) € B telle que b, — z. Or z € A et A
est ouvert donc a partir d'un certain rang b,, € A. Ainsi pour n assez grand

b, € AN B et puisque b, — =, x € AN B.

b)Si ANB=0alors ANBC ANB =

Exercice 27 : [énoncé]
a) Soient a,b € A. 1l existe (a,) € AV et (b,) € AN telles que a,, — a et b, — b.
Pour tout A € [0, 1],

Mo+ (1= b= Tim_(Aan+ (1= A)b)
avec Aa,, + (1 — \)b,, € [an,b,] C A donc Aa+ (1 —\)b € A.
b) Soient a,b € A°. 1l existe ag, ap > 0 tel que B(a, «y), B(b, ) C A. Posons
a = min(ag, ap) > 0.
Pour tout A € [0,1] et tout x € B(Aa+ (1 — A)b,a) ona z = (Aa+ (1 — A\)b) + au
avec u € B(0,1).
a =a+au € B(a,a) CAetd =b+ au € B(b,a) C A donc [a,b'] C A puisque
A est convexe donc A\a’ + (1 — A\)b =z € A. Ainsi B(Aa+ (1 — \)b, ) C A et donc
Aa+ (1 — A\)b € A°. Finalement A° est convexe.

Exercice 28 : [énoncé]

AC A, BC Bdoncd(A, B)<d(A,B).

Pour tout = € A et y € B, il existe (a,) € AV et (b,) € BY telles que a,, — = et
bn — y.

On a alors d(z,y) = liIE (an,byn) or d(an,by) = d(A, B) donc & la limite
n— 400

d(z,y) > d(A, B) puis d(A, B) > d(A, B) et finalement I’égalité.

Exercice 29 : [énoncé]

no___ n n no___
a) |J A; est un fermé qui contient |J A; donc |J A; C | A;.
i=1 ] i i=1

i= i=1 =1

n n o n
Pour tout j € {1,...,n}, 4; C U A; et |J A; est fermé donc A; C |J A, puis
i=1 =1 i=1

7

U4dicUA.
=1 i=1

b) M A; est un fermé qui contient (| A; donc | A; C () 4.

i=1 i=1 i=1 i=1
11 ne peut y avoir égalité : pour A; =Q, Ao =R\Qona A3 NAy = 0 et
A1NAy;=R.
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Exercice 30 : [énoncé]
Pour tout = € A, z € A et donc |f(z)| < ||f||, 1. Ainsi

1 lloo,a < M1 flloe, 2

Soit x € A, il existe (u,) € AY tel que u,, — z et alors f(u,) — f(z) par
continuité de f. Or |f(un)| < [|fl o 4 donc & la limite |f(z)| < [|fl . 4 puis

1 lloo,a < [ llo

Exercice 31 : [énoncé]

Commencons par montrer que D,,(C) est dense dans M,,(C).

Soit A € M,,(C). La matrice A est trigonalisable, on peut donc écrire

A= PTP~ ! avec P € GL,(C) et T € T, (C). Posons alors pour p € N*, on pose
A, = P(T + D,)P~! avec D, = diag(1/p,2/p,...,n/p).

Par opérations, A, m A et pour p assez grand les coefficients diagonaux de
la matrice triangulaire T'+ D), sont deux a deux distincts, ce qui assure

A, € D,(C). Ainsi A € D,,(C) et donc D, (C) = M,,(C).

Montrons maintenant que lintérieur de D,,(C) est formée des matrices possédant

exactement n valeurs propres distinctes.
Soit A € D, (C).

Cas |SpA| < n.
On peut écrire A = PDP~! avec P € GL,(C) et D = diag(A\, A\, A, ..., A\p).
0 1/p
0 0 (0)
Posons alors D, = D + et A, =PD,P7L.
(0) 0

La matrice D, n’est pas diagonalisable car dim E (D)) < m (D)) donc A, non
plus et puisqueA, — A, on peut affirmer que la matrice A n’est pas intérieure a
D, (C).

Cas |SpA| =n.

Supposons par Pabsurde que A n’est pas intérieur a D,,(C). Il existe donc une suite
(Ap) de matrices non diagonalisables convergeant vers A. Puisque les matrices A,
ne sont pas diagonalisables, leurs valeurs propres ne peuvent étre deux a deux
distinctes. Notons A, une valeur propre au moins double de A,. Puisque A, — A,
par continuité du déterminant x4, — xa. Les coefficients du polynome
caractéristique x 4, sont donc bornés ce qui permet d’affirmer que les racines de
X4, le sont aussi (car si € est racinede P = X" +a, 1 X" '+ 4+ a1 X +ag, on
a |¢] < max (1, |ag| + |a1] + - - - + |an—1])). La suite complexe (A,) étant bornée, on
peut en extraire une suite convergente (A, (p)) de limite A. On a alors

Ap = AppyIn — A — M. Or les valeurs propres de A étant simples, on a
dimker(A — AI,,) < 1 et donc rg(A — AI,) = n — 1. La matrice A — AI,, posséde
donc un déterminant extrait non nul d’ordre n — 1. Par continuité du
déterminant, on peut affirmer que pour p assez grand rg(A, ) — App)In) =n —1
et donc dimker(Ay ) — Ap(p)ln) < 1 ce qui contredit la multiplicité de la valeur
propre A, (). C’est absurde et on conclut que la matrice A est intérieure a D,,(C).

Exercice 32 : [énoncé]

a) Si A est fermée alors A = A donc FrA = A\A° C A.

Inversement, si Fr(A) = A\ A° C A alors puisque A° C Aona A C A.

En effet, pour z € A, si € A° alors x € A et sinon = € FrA et donc x € A.
Puisque de plus A C A, on en déduit A = A et donc A est fermé.

b) A est un ouvert si, et seulement si, CgA est un fermé i.e. si, et seulement si,
Or Fr(CgA) = FrA donc A est un ouvert si, et seulement si, FrAN A = 0.

Exercice 33 : [énoncé]
a) Une matrice de R est annulée par un polynéme de la forme X™ — 1 dont les
racines sont de module 1. Puisque les valeurs propres figurent parmi les racines
des polynoémes annulateurs

RCU

b) Une matrice M € M3(C) admet deux valeurs propres comptées avec
multiplicité A, u. Celles-ci sont déterminées comme les solutions du systéme

A+ pu=trM
Ap = det M

Pour alléger les notations, posons p = (trM)/2 et ¢ = det M. Les valeurs propres
A et p sont les deux racines du polynéme

X2 —pX +gq
et en posant § € C tel que 62 = p? — ¢, ces racines sont
A=p+detu=p—94§
de sorte que

A = [pl? + 18] + 2Re(b) et [ = [pf* + |5 — 2Re(30)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 juillet 2014

Corrections 20

On en déduit que la fonction f qui & M € My(C) associe le réel

2 2

(\)\|2 - 1) (|M|2 — 1) s’exprime comme somme, produit et conjuguée des trM et
det M et c¢’est donc une fonction continue.
Puisque U = f~1({0}) avec {0} fermé, U est une partie fermée de My(C).
¢) Soit M € U. La matrice M est trigonalisable et donc il existe P € GLy(C) et
T € T,7(C) telle que

—1 A v

M =PTP " avec T = 0 4 s A =l =1

On peut écrire A = ' et pu = e*? avec a, f € R.
Pour n € N*,| posons

[na/2m)

2 1
ap =2r——— et B, = 27r7[n5/ m+
n n

et considérons la matrice

B 4 _ eian V
M, = PT,P~ " avec T, = ( 0 cibn >

Par construction,
etan 7& eiﬁn
au moins pour n assez grand et ce méme lorsque a = 3.
On en déduit que pour ces valeurs de n la matrice T, est diagonalisable.
De plus, puisque
5 5 n
()" = ()" =1
on a alors T = Iy et donc M,, € R.
Enfin, on a évidemment M, — M. -
d) U est un fermé contenant R donc R C U et par double inclusion R = U.

Exercice 34 : [énoncé]

La fonction f : (z,y) — 23 + 93 — 22 — y? est continue sur R? et U = f~1(]0, +-o0[)
est un ouvert relatif de R? car image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Or un ouvert relatif & R? n’est autre qu’un ouvert de R?.

Exercice 35 : [énoncé]

L’application det : M,,(R) — R est polynomiale en les coefficients matriciels, elle
est donc continue. Puisque GL,,(R) est I'image réciproque de Pouvert R* par cette
application continue, GL, (R) est un ouvert relatif & M,,(R), ¢’est donc un ouvert

de M, (R).

Exercice 36 : [énoncé]
Par le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(z,y) est libre < [(z [ y)| < [lz| [y
Considérons I'application f : E?> — R définie par

fG@y) = l=llyll = (x [y)

L’ensemble {(z,y) € E?/(z,y) libre} = f~* (]0, +00]) est un ouvert car image
réciproque d’un ouvert par une fonction continue.

Exercice 37 : [énoncé]

Soit A € R,. La matrice A possede un déterminant extrait non nul d’ordre p. Par
continuité du déterminant, au voisinage de A, toute matrice a ce méme
déterminant extrait non nul et est donc de rang supérieur a p. Ainsi la matrice A
est intérieure a R,,.

Exercice 38 : [énoncé]

(i) = (ii) Supposons f continue et introduisons A C E. Tout élément y de f(A)
est 'image par f de la limite 2 d’une suite convergente (z,) d’éléments de A. Or
f étant continue, f(x,) — y et donc y est limite d’une suite d’élément de f(A).
Ainsi f(A) C f(A).

(ii) = (iii) Supposons (ii) et introduisons B C F. Pour A = f~!(B), on a

f(A) C f(A) € B donc A C f~1(B) cest a dire

f~H(B) c f71(B)

(iii) = (iv) Supposons (iii) et introduisons B C F. On remarque la propriété
YCrB) = Cpf~Y(B) et donc

(iv) = (i) Supposons (iv). Pour tout a € A et tout € > 0, B(f(a),&) est un ouvert

F7UB(f(a),9) C (f7H(B(f(a),e)))

Or a € f~*(B(f(a),e)) donc a € (f~*(B(f(a),e))) . Par conséquent, il existe
a > 0 tel que

o

B(a,a) C f~1(B(f(a),e))

Ainsi nous obtenons
Va € E,Ve > 0,3a > 0,Vx € E, z € B(a,a) = f(z) € B(f(a),e)

ce qui correspond a la continuité de f.
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Exercice 39 : [énoncé]
Si u est continue alors

A={z € E/|lu()| =1} = f1({1})

est I'image réciproque du fermé {1} par l'application continue f = ||.| ou. La
partie A est donc un fermé relatif & F, c’est donc une partie fermée.
Inversement, si v n’est pas continu alors I'application u n’est par bornée sur
{x € B/ ||z| = 1}. Cela permet de construire une suite (z,) € EY vérifiant

[enll =1 et [lu(za)ll > n

En posant

1
Yn ” T

on obtient une suite (y,) € AN vérifiant y,, — 0 .
Or 0 ¢ A donc la partie A n’est pas fermée.

Exercice 40 : [énoncé]

Si la forme linéaire est continue assurément son noyau est fermé car image
réciproque du fermé {0}.

Inversement, supposons que ¢ est une forme linéaire discontinue.

Pour tout k € R, il existe alors z € E tel que

p(@)] > k|||

En prenant & = n € N, on définit ainsi une suite (z,,) d’éléments de E vérifiant
pour tout n € N
lp(zn)| > n |zl

Posons alors 1

o(wy)

On a par construction ¢(y,) =1 et ||y,|| < 1/n donc y,, — Of.
Considérons enfin

Yn =

Tn

Zn = Y0 — Yn

On a ¢(z,) =0 et donc z, € ker . Or
Zn — Yo

avec yo ¢ ker . Ainsi ker ¢ n’est pas fermé car ne contient pas toutes les limites
de ses suites convergentes.

Exercice 41 : [énoncé]
a) Notons

A={zel0,1]/f(z) =z}

On a évidemment A C Im f, mais inversement, pour z € Imf, on peut écrire
x = f(a) et alors
f(@) = f(f(a)) = fla) =z
Ainsi Imf C A, puis, par double inclusion, A = Imf.
On en déduit que A est un segment de R de la forme [«, 5] car image d’un

compact par une fonction réelle continue.
b) Une fonction f d’allure suivante convient

A
1

¢) Soit f solution dérivable.

Si o = g alors f est constante égale a cette valeur commune.

Sia < B alors f'(a) = fi(a) =1 car f(z) = sur [o, §].

Par suite, si @ > 0, f prend des valeurs strictement inférieur a a ce qui est
contradictoire avec ’étude qui précede. On en déduit o = 0.

De méme on obtient 8 =1 et on conclut f : z € [0,1] — =.

Exercice 42 : [énoncé]
a) Soit f solution. Formons

A={zec(0,1]/f(z) =z}

On a évidemment A C Imf, mais inversement, pour z € Imf, on peut écrire
x = f(a) et alors

f@)=[f(f(a)) = fla) =z
Ainsi Imf C A, puis, par double inclusion, A = Imf.
On en déduit que A est un segment de R de la forme [«, 5] car image d’'un
compact par une fonction réelle continue.
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Pour tout = € [a, 8], f(x) = z et pour tout z € [0,a[U]8,1], f(z) € [, B]. c¢) Par la formule du rang
Inversement, une fonction continue vérifiant les deux conditions précédente est
solution. dimIm(u — Id) + dimker(u — Id) = dim &/

Cela peut apparaitre sous la forme d’une fonction ayant I’allure suivante . . , , .
P PP Y et puisque les deux espaces sont en somme directe, ils sont supplémentaires.

A d) Soit z € E. On peut écrire z = x4+ y avec x € Im(u —Id) et y € ker(u — Id).
1 On a alors v, (2) = v,(x) + y avec, comme dans I’étude du b), v,(z) — 0. On en
’ déduit v, (z) = y.

Ainsi la suite de fonctions (v,) converge simplement vers la projection p sur
ker(u — Id) parallélement & Im(u — Id).

Puisque pour tout x € F, on a

1 n 1 n
. Iono € 77 Ikl < g Do el =

k=0

on obtient & la limite ||p(z)| < ||z]. On en déduit que la projection p est continue
puis que Im(u — Id) = ker p est une partie fermée.

b.) Soit f solution dérivable. , . e) Supposons la convergence simple de la suite de fonctions (v,) et la fermeture de
Si o= [ alors f est constante égale a cette valeur commune. Im(u — Id)

Sia < falors f'(a) = fi(a) =1 car f(x) =z sur [, []. . .

. . . S R . Soit E. P =1 tx=2z—1y.
Par suite, si « > 0, f prend des valeurs strictement inférieur & « ce qui est otz € os.ons Y= o vn(2) et v =2 -y
contradictoire avec ’étude qui précede. On en déduit o = 0. D’une part, puisque
De méme on obtient S =1 et on conclut f: x € [0,1] — z.

1< 1
U(’Un(z)): n+1;uk+1(z):Un(z)+m(un+l(z) Z)
Exercice 43 : [énoncé] TN o
, on obtient a la limite
a) Par télescopage
n u(y) =y
k . n+1
<Z u ) o(u—Id)=u""" —1d car lapplication linéaire v est continue et Hu”"‘l(z)H < ||z||- On en déduit
k=0 y € ker(u —Id).
donc D’autre part

Vp © (U — = L Un+1— 3
we (u=1d) = oy ( Id) z—v(z) = nil <Z(Iduk)(z)>

k=0

b) Soit « € Im(u — Id) Nker(u — Id). On peut écrire x = u(a) — a et on a u(z) = .

On en déduit et b1
vn o (u—1d)(a) == Im(Id — «*) = Im ((Id —uw)e Y u“) € Im(Id — ) = Im(u — 1d)
Or ) =0
vp 0 (u—1Id)(a) = — (u"*'(a) —a) =0 donc z — v, (2) € Im(u —Id). On en déduit x = lim(z — v, (z)) € Im(u —Id) car
car nt Im(u — Id) est fermé.
n n Finalement, on a écrit z = x + y avec
lu**(@) = all < Ju** (@) + llall < 2 la] g
On en déduit z = 0. z € Im(u —1d) et y € ker(u — 1d)
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Exercice 44 : [énoncé]
On note U I'ensemble des polynémes considérés.
Soit P € U. En notant x1 < ... < x,, ses racines, on peut écrire

P=XX—-z1)...(X —z,)

avec A # 0. Pour fixer les idées, supposons A > 0 (il est facile d’adapter la
démonstration qui suit au cas A < 0)

Posons y1,...,yn—1 les milieux des segments [x1,x2],. .., [Tn_1,Zn]-

Posons aussi yo € |—00,x1] et y,, € |Tp, +00].

P(yo) est du signe de (—1)", P(y;) est du signe de (—=1)"~1 ..., P(y,_1) est du
signe de (—1), P(y,) du signe de +1.

Considérons maintenant ’application

fi: QeRy[X] = Qui)

L’application f; est continue et donc f; *(£R**) est une partie ouverte de R,, [X].
Considérons V l'intersection des

Fo ((CD"RY) ST ((CD)PTIRY) T (RT)

Les éléments de V sont des polyndmes réels alternant de signe entre

Yo <Y1 < ... < yp. Par application du théoréme des valeurs intermédiaires, un tel
polyndéme admet n racines distinctes et donc est scindé & racines simples. Ainsi
VCU.Or PeV etV est ouvert donc V est voisinage de P puis U est voisinage
de P.

Au final U est ouvert car voisinage de chacun de ses éléments.

Exercice 45 : [énoncé]
Soit P € O,,. En notant x1 < ... < x, ses racines, on peut écrire

P=aX—-z1)...(X —z,)

avec o # 0.

Posons y1, ..., yn—1 les milieux des segments [z1, 2], ..., [Tn_1, Tn].

Posons aussi yg € |—00, 1] et yp, € |zn, +00].

P(yo) est du signe de (—1)"a, P(y;) est du signe de (—1)""ta,..., P(y,_1) est
du signe de (—1)«, P(y,) du signe de a. Pour simplifier ’exposé de ce qui suit, on
va supposer « > 0. La résolution se transposera aisément au cas o < 0.
Considérons I'application

fi: QeRy[X] = Qui)

L’application f; est continue et donc f;l(R**) et f;l(R’*) sont des parties
ouvertes de R, [X].
Considérons U l'intersection des ouverts

f(;l ((_1)HR+*) ) fo ((_1>n_1R+*) PR 7fn_1(R+*)

Les éléments de U sont des polynémes réels alternant de signe entre

Yo <y < ... < yn. Par application du théoréme des valeurs intermédiaires, un tel
polynéme admet n racines distinctes et donc est scindé a racines simples. Ainsi
UCO,.Or PeU et U est ouvert donc U est voisinage de P puis O,, est
voisinage de P.

Au final O,, est ouvert car voisinage de chacun de ses éléments.
Danslecasn=1: F, = O,, et donc F,, est ouvert.

Dans le cas n = 2 : F,, réunit les polyndémes P = aX? + bX + c avec b2 — dac > 0
(que a soit égal & 0 ou non). L’application P + b? — 4ac étant continue, on peut
affirmer que F, est encore ouvert car image réciproque d’un ouvert pas une
application continue.

Dans le cas n > 3 : P, = X(1+ X?/n) est une suite de polynémes non scindés
convergeant vers X scindé a racines simples. Par suite F,, n’est pas ouvert.

Exercice 46 : [énoncé]
Par I'absurde, supposons f discontinue en a € R. On peut alors construire une
suite (x,) vérifiant

xn = aetVn e N, |f(z,) — fla)| =2 e

avec € > 0 fixé.

Soit n € N, puisque f ([a,x,]) est un segment contenant f(a) et f(x,), il contient
aussi l'intermédiaire f(a) ¢ (le &+ étant déterminé par la position relative de
f(z,,) par rapport a f(a)). Il existe donc a,, compris entre a et x,, vérifiant

[f(an) — f(a)| =€

La suite (a,,) évolue dans le fermé f=! ({f(a) +¢e}) U f~1 ({f(a) —&}) et converge
vers a donc a € f~1 ({f(a) +e}) U f~1 ({f(a) — €}) ce qui est absurde.

~— —

Exercice 47 : [énoncé]

Considérons Papplication ¢ : L(E) — L(E) déterminée par o(f) = f? — f.
L’application ¢ est continue par opérations sur les fonctions continues,
notamment parce que I'application f — f o f est continue (elle s’obtient & partir
du produit dans I’algébre L(E)).

Puisque {0} est une partie fermée de L(E), 'ensemble P = ¢~ ({0}) est un
fermé relatif & £(E), donc un fermé de L(E).
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Exercice 48 : [énoncé]

Notons P4, ..., P, les points a exclure.

Considérons une droite D ne passant par aucun des points Py, ..
droite est une partie connexe.

Considérons un point A du plan autre que P4, ..., P,. Il existe une infinité de
droites passant par A et coupant la droite D. Parmi celles-ci, il y en a au moins
une qui ne passe par les P, ..., P,. On peut dont relier A a un point de la droite
D.

En transitant par cette droite, on peut alors relier par un tracé continu excluant
les Py,..., P,, tout couple de points (A4, B) autres que les P,..., P,.

., Pp,. Cette

Exercice 49 : [énoncé]

Si les deux points a relier figurent dans un méme connexe par arcs, le probléme
est résolu. Sinon, on transite par un point commun au deux connexes pour former
un arc reliant ces deux points et inclus dans 'union.

Exercice 50 : [énoncé]

L’image d’un arc continu par une application continue est un arc continu. Ainsi si
X est connexe par arcs et f continue définie sur X alors pour tout

f(@), f(y) € f(X), 'image par f d’un arc continu reliant = et & y est un arc
continue reliant f(z) a f(y) et donc f(X) est connexe par arcs.

Exercice 51 : [énoncé]

a) A est une partie convexe donc connexe par arcs.

b) L’application d est continue donc 0(A) est connexe par arcs c’est donc un
intervalle de R. Puisque f’ prend des valeurs strictement positives et strictement
négative, la fonction f n’est pas monotone et par conséquent des valeurs positives
et négatives appartiennent a 'intervalle §(A). Par conséquent 0 € 6(A).

¢) Puisque 0 € §(A), il existe a < b € I tels que f(a) = f(b). On applique le
théoréme de Rolle sur [a, b] avant de conclure.

Exercice 52 : [énoncé]

X est une partie connexe par arcs (car convexe) et ¢ est continue donc ¢(X) est
une partie connexe par arcs de R, c¢’est donc un intervalle.

De plus 0 ¢ ¢(X) donc p(X) C RT™ ou p(X) C R™* et on peut conclure.

Exercice 53 : [énoncé]

a) Soient (a,b) € A x B et (a/,b') € A x B. Par la connexité de A et B, il existe
©:[0,1] = A et ¢ :[0,1] = B continues vérifiant ¢(0) = a, (1) = a’ et

¥(0) = b,9p(1) = '. L’application 6 : [0,1] — A x B définie par 0(t) = (¢(t),(t))
est continue et vérifie 0(0) = (a,b) et 0(1) = (a/,V’). Ainsi A x B est connexe par
arcs.

b) A+ B est 'image de A x B par Iapplication continue (z,y) — x+y de E x E
vers E, A+ B est donc connexe par arcs.

Exercice 54 : [énoncé]

Il nous suffit d’étudier A.

Soient a,a’ € A. A C AU B donc il existe ¢ : [0,1] — AU B continue telle que
w(0) =aet p(l)=d.

Si ¢ ne prend pas de valeurs dans B alors ¢ reste dans A et résout notre probleme.
Sinon posons to = inf {t € [0,1] /¢(t) € B} et t1 =sup{t € [0,1] /p(t) € B}. ¢
étant continue et A, B fermés,

p(to), p(t1) € ANB

AN B étant connexe par arcs, il existe ¢ : [to,t1] — AN B continue tel que
¥(to) = p(to) et ¥(t1) = p(t1). En considérant 6 : [0,1] — R définie par
O(t) = (t) sit € [to,t1] et O(t) = ¢(t) sinon, on a 6 : [0,1] — A continue et
0(0)=a, (1) =d'.

Ainsi A est connexe par arcs.

Exercice 55 : [énoncé]
Soient a,b € S.
Si a # —b. On peut alors affirmer que pour tout A € [0, 1], (1 — X)a + Ab # 0.

L’application A — m((l — A)a + A\b) est alors un chemin joignant a a b
inscrit dans S.
Si a = —b, on transite par un point ¢ # a,b ce qui est possible car n > 2.

Exercice 56 : [énoncé]

a) Non. Si on introduit f forme linéaire non nulle telle que H = ker f, f est
continue et f(E\H) = R* non connexe par arcs donc E\H ne peut I'étre.

b) Oui. Introduisons une base de F notée (eq,...,e,) que on compléte en une
base de E de la forme (eq,...,e,).

Sans peine tout élément x = x1e1 + - -+ + x,e, de E\F peut étre lié par un
chemin continue dans E\F au vecteur e, si z,, > 0 ou au vecteur —e,, si z,, <0
(prendre z(t) = (1 — t)z1er + -+ (L —t)xp_1en + (1 — )z, + t)ey).
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De plus, les vecteurs e, et —e, peuvent étre reliés par un chemin continue dans
E\F en prenant z(t) = (1 —2t)e, + (1 —t?)e,,_1. Ainsi E\F est connexe par arcs.

Exercice 57 : [énoncé]

Notons D,, la partie de M,,(R) étudiée et montrons que toute matrice de D,,
peut-étre reliée par un chemin continu inscrit dans D,, a la matrice I,, ce qui suffit
pour pouvoir conclure.

Soit A € D,,. Il existe P € GL,(R) telle que P~*AP = D avec D diagonale.
Considérons alors v : [0,1] — M,,(R) définie par v(t) = PD(t)P~! avec
D(t)=(1—-t)D +tI,.

L’application v est continue, & valeurs dans D,, avec v(0) = A et v(1) = I, : elle
résout notre probleme.

Exercice 58 : [énoncé]
L’application det : M,,(R) — R est continue et I'image de GL,,(R) par celle-ci est
R* qui n’est pas connexe par arcs donc GL,(R) ne peut 1’étre.

Exercice 59 : [énoncé]

Pour montrer que GL,,(C) est connexe par arcs, il suffit d’observer que toute
matrice A € GL,(C) peut étre relier continiment dans GL,,(C) & la matrice I,,.
Soit A € GL,,(C). La matrice A est trigonalisable, il existe P inversible telle que
B = P7YAP = (b; ;) soit triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls.
Nous allons construire un chemin continue joignant I,, & B dans GL,,(C) puis en
déduire un chemin joignant I,, a A lui aussi dans GL,(C).

Pour ¢ > j, posons m; ;(t) = 0.

Pour i < j, posons m; ;(t) = tb; ; de sorte que m; ;(0) =0 et m; ;(1) = b; ;.
Pour i = j, on peut écrire b; ; = p;e’ avec p; # 0. Posons m; ;(t) = ple'¥ de
sorte que m“(O) = 1, mm(l) = biﬂ' et

vt € ]0,1], mm(t) #£0

L’application t +— M (t) = (m; ;(t)) est continue, elle joint I,, & B et ses valeurs
prises sont des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux non
nuls, ce sont donc des matrices inversibles.

En considérant t — PM (t)P~1, on dispose d'un chemin continu joignant I,, & A
et restant inscrit dans GL,,(C).

On peut donc conclure que GL,,(C) est connexe par arcs.

Exercice 60 : [énoncé]
a) La partie U est convexe donc connexe par arcs.
b) Par le théoréme des accroissements finis, un taux de variation est un nombre
dérivé et donc
() € £(1)

De plus, tout nombre dérivé est limite d’un taux de variation, donc

() crU)

¢) Puisque l'application 7 est continue sur U connexe par arcs, son image 7(U) est
un connexe par arcs de R, c’est donc un intervalle. L’encadrement précédent
assure alors aussi que f’(I) est aussi un intervalle de R.

Exercice 61 : [énoncé]

On sait
cosf) —sinf
SOQ(R)Z{( sinf  cos6 >/06R}

Par ce paramétrage, on peut affirmer que SO5(R) est connexes par arcs, car image
continue de 'intervalle R par ’application

cosf) —sinf
fER— ( sinf  cos@

> € Ms(R)

Exercice 62 : [énoncé]

L’application A — det(A — AI,,) est polynomiale non nulle en A donc posséde un
nombre fini de racine.

Par suite : VA € M, (R),Va > 0, B(A, o) N GL,,(R) # 0.

Exercice 63 : [énoncé]

a) Soient u,v € F et \, u € R. Tl existe (uy,), (v,) € FN telles que u, — u et A.
Comme Au,, + piv, — A\u+ pv et Ay, + pv, € F ona Au+ uv € F.

b) Soit H un hyperplan de E.

Si H = H alors H est fermé.

Sinon alors H est un sous-espace vectoriel de E, contenant H et distinct de H.
Puisque H est un hyperplan Ja ¢ H tel que H @ Vect(a) = E.

Soit € H\H. On peut écrire = h + Aa avec h € H et A\ # 0. Par opération

a € H et puisque H C H on obtient E C H. Finalement H = E et donc H est
dense.
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Exercice 64 : [énoncé]

a) Pour tout a € E et tout € > 0, B(a,e) NU # 0 car U est dense.

Soit © € B(a,e) NU. Puisque B(a,e) NU est ouvert, il existe o > 0 tel que
B(z,a) C B(a,e) NU et puisque V est dense B(x,a) NV # (). Par suite

B(a,e)N({UNV)#0

b) Soient F' et G deux fermés d’intérieurs vides.

Cp(FUG) =Cg(FUG)=CgFNCgG
avec CgF et CgG ouverts denses donc
CeFNCgG=F

puis
(FUG)° =10

Exercice 65 : [énoncé]
a) Posons
A={n>=no/a > u,}

A est une partie de N, non vide car ng € A et majorée car u,, — +00.
La partie A admet donc un plus grand élément n > ng et pour celui-ci
Up L A< Upy1-

Par suite |u, — a| = |up41 — un| < € car n = nyp.

b) Soient z € Ret € > 0.

Puisque u,41 —uy, — 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |upt+1 — un| < €.

Puisque v, = 400, il existe p € N tel que = + v, = Uy, .

Par I’étude précédente, il existe n € N tel que |u, — (z 4+ vp)| < € ie.
[(un —vp) — x| <e.

Par suite 'ensemble {u,, —v,/n,p € N} est dense dans R.

¢) Remarquons que

A = {cos(lnn)/n € N*} = {cos (In(n + 1) — 2p7) /n,p € N}

Posons u,, = In(n + 1) et v, = 2nm. Les hypotheses précédentes sont réunies et
donc

B = {u, —vp/n,p € N} ={In(n+ 1) — 2pn/n,p € N}

est dense dans R.
Soient = € [—1,1] et § = arccos z.

Par densité, il existe une suite (6,,) d’éléments de B convergeant vers 6 et, par
continuité de la fonction cosinus, la suite (x,) de terme général x,, = cos(6,,)
converge vers x = cos 0.

Or cette suite (x,,) est une suite d’éléments de cos(B) = A et donc A est dense
dans [—1,1].

Exercice 66 : [énoncé]

Soient x € R et € > 0.

Il existe ng € N* tel que 1/ng < e.

Pour a > Inng et n = E(e*) 2 ng,onalnn <a <In(n+1).
On en déduit

la—Inn| <In(n+1)—lnn=In(1+1/n)<1/n<1/ng<e

Puisque m — x ———— 400, pour m assez grand, on a a = m — x > Inng et donc
m——+oo

il existe n € N* vérifiant |[a —Inn| <€ ie.
lm —Inn —2| <e¢

Par suite {m —Inn/(m,n) € Z x N*} est dense dans R.

Exercice 67 : [énoncé]

a) Il existe h € H tel que h # 0 car H n’est pas réduit & {0}.
Sih>0alors h€ {xe€ H/x>0}.Sih<0alors —h € {x € H/z > 0}.

Dans les deux cas {x € H/x > 0} # (). De plus {x € H/z >0} CR et

{z € H/xz > 0} est minoré par 0 donc a = inf {x € H/x > 0} existe dans R.

b) On suppose a > 0.

Sia ¢ H alors il existe x,y € H tel que a < x < y < 2a et alors y — x est élément
de H et vérifie 0 < y — x < a ce qui contredit la définition de a. C’est absurde.

a € H donc aZ =< a >C H.

Inversement, soit € H. On peut écrire x = aq + r avec ¢ € Z, r € [0, a] (en fait
qg=E(z/a) et r =2 — aq)

Puisque r =z —aqavecx € Hetag€aZ C Honar e H.

Sir>0alorsr € {z € H/x > 0} et r < a contredit la définition de a.

Il reste 7 = 0 et donc = aq. Ainsi H C aZ puis 1’égalité.

¢) Puisque inf {x € H/x > 0} = 0, on peut affirmer que pour tout « > 0, il existe
r € H tel que 0 < z < a.

Soient a € R et a > 0. Montrons H N B(a,a) # 0 i.e. HN]a — a,a+af # 0

Il existe © € H tel que 0 < 2 < . Posons n = E(a/x). On a a = nx + r avec
0<r<a.
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nr €<z >C H et |a—nz| =r < a donc nz € HN B(a,a) et donc
H N B(a,a) # 0.
Ainsi H est dense dans R.

Exercice 68 : [énoncé]

a) {cos(n)/n € N} = {cos(n)/n € Z} = {cos(n + 2km)/n,k € Z} = cos (Z + 2nZ)
Puisque Z + 277 est un sous-groupe de (R, +) et c’est un sous-groupe dense car il
n’est pas monogene puisque 7 n’est pas rationnel ; c’est en effet un résultat
classique bien que en dehors du programme, les sous-groupes de (R, +) sont
monogenes ou denses.

Pour tout = € [—1,1], il existe 6 € [0, 7] tel que cos@ = x et puisque Z + 27Z est
dense dans R, il existe une suite d’éléments Z + 2xZ convergeant vers 6. L’image
de cette suite par la fonction continue cosinus détermine une suite d’élément de
{cos(n)/n € N} convergeant vers z.

b) En notant que les 2P avec p € N sont des naturels non nuls, on observe

{cos(pln2)/p € N} C {cos(Inn)/n € N*}

Ainsi

cos(In2.Z + 27Z) C {cos(Inn)/n € N*}
Si m et In 2 ne sont pas commensurables, on peut conclure en adaptant la
démarche précédente.
Si en revanche 7 et In 2 sont commensurables (ce qui est douteux. .. ), on reprend
I'idée précédente avec In 3 au lieu de In 2.
Assurément 7 et In 3 ne sont pas commensurables car s’ils I’étaient, In2 et In 3 le
seraient aussi ce qui signifie qu’il existe p,q € N* tels que pln2 = ¢1In 3 soit encore
2P = 31 ce qui est faux!

Exercice 69 : [énoncé]
a) Soit u une suite sommable. On a

—+oo

> fun| =0

n=N+1
donc pour tout a > 0, il existe N tel que

“+o0

Z lun| < a

n=N+1

Considérons alors v définie par v,, = u,, si n < N et v, = 0 sinon.
OnaveR™ et ||v—u, <adonc B(u,a) NR® £ 0.
b) Non, en notant u la suite constante égale a 1, By, (u, 1/2) NRM = 0.

Exercice 70 : [énoncé]

Soit A € M,,(C). La matrice A est trigonalisable donc il existe P inversible telle
que P'AP =T avec T triangulaire supérieure. Posons alors

T, =T + diag(1/p,2/p,...,n/p) et A, = PT,P~'. Il est immédiat que T}, — T
quand p — +oo et donc A, — A. De plus, pour p assez grand, la matrice T}, est
triangulaire supérieure & coefficients diagonaux deux a deux distincts, cette
matrice admet donc n valeurs propres et est donc diagonalisable. Il en est de
méme pour A, qui lui est semblable. Ainsi toute matrice de M,,(C) est limite
d’une suite de matrices diagonalisables.

Exercice 71 : [énoncé]

lére méthode (nécessitant quelques résultats non triviaux mais intuitifs sur la
codimension)

Par définition, un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de codimension
1. Son adhérence H est aussi un sous-espace vectoriel et, puisque contenant H, sa
codimension vaut 0 ou 1.

Si H est de codimension 0 alors H = E ce qui signifie que H est dense dans E.
Si H est de codimension 1, puisque H contient 'hyperplan H, on a H = H et
donc H est fermé.

2éme méthode (plus élémentaire)

Par définition un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de codimension
1. Il existe donc un vecteur a € E non nul vérifiant

H @ Vect(a) = F

Supposons que H ne soit pas fermé. Il existe alors une suite (z,,) d’éléments de H
convergeant vers un élément x n’appartenant pas a H. On peut écrire

x=h+Xaaveche Het A#0

En considérant

on construit une suite (y,) d’éléments de H convergeant vers a.
Il est désormais facile d’établir que H est dense dans E. En effet pour z € E, on
peut écrire

z=k+ pa

avec k € H et 4 € R de sorte que la suite de terme général
Zn =k + pyn

est une suite d’éléments de H convergeant vers z.
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Exercice 72 : [énoncé]
Soit f une fonction élément de E. Pour tout € > 0, il existe un réel A vérifiant

+oo
/ At dt<e

A
Considérons alors la fonction ¢ : [0, +0o[ — R définie par ¢(t) = 1 pour t € [0, A],

) =
e(t)=0pourt>A+1let p(t)=1—(t—A) pourt €[4, A+ 1]. La fonction fo
est éléments de Ey et

—+oo
If = Foll, < /A P20 di <

Ainsi Fy est dense dans F.

Pour montrer maintenant que F est dense dans FE, nous allons établir que F' est
dense dans Ejy.

Soit f une fonction élément de Fy. Remarquons

oo ) 1 2 g—(nw?
/ (f(t) - P(e_t)e_t2/2) dt = / (f(—lnu)e(1““)2/2 - P(u)) ¢ du
0 u=e~* Jg u
(w2 —(n w2
La fonction u > & est intégrable sur 10, 1] car \/u¢ (lu ) — 0.
u—

La fonction g : u — f(—In u)e(lrl w)?*/2 peut-étre prolongée par continuité en 0 car

f est nulle en dehors d’un segment. Par le théoréeme de Weierstrass, pour tout
€ >0, il existe un polynéme P € R [X] vérifiant [|g — P|| 1) < € et pour

@it Pe t)e /2 on a alors

I o—(nw)?

Ilf —¢lly < Ae avec A = / C T qu
0

u

Cela permet de conclure a la densité proposée.

Exercice 73 : [énoncé]

Par ’absurde supposons A # E.

Il existe un élément a € F tel que a ¢ A. Par translation du probléme, on peut
supposer a = 0.

Posons n = dim F.

Si Vect(A) est de dimension strictement inférieure & n alors A est inclus dans un
hyperplan de E et son adhérence aussi. C’est absurde car cela contredit la densité
de A.

Si Vect(A) est de dimension n, on peut alors considérer (ey,...,e,) une base de E
formée d’éléments de A.

Puisque 0 ¢ A, pour tout z € A, on remarque : VA € R™, —Ax ¢ A (car sinon, par
convexité, 0 € A).

Par convexité de A : VA1,..., A\, 20\ +--+ X, =1=>XNey+---+ e, €A
et donc : VAER™,VAL,..., A 20,1+ -+ A, =1= A er + -+ A\pen) € A
Ainsi Vg, ..oy pin < 0, €1 + - + pnen € A.

Or la partie {11 + - -+ + pnen/p; < 0} est un ouvert non vide de A et donc
aucun de ses éléments n’est adhérent & A. Cela contredit la densité de A.

Exercice 74 : [énoncé]

Soient a < b € A.

Puisque a,b € A, %42 € A, puis 3% = a+(a;b)/2 € Aet ¢ € A ete.
ka+(

kat 2" —k)b g,

Par récurrence sur n € N, montrons Vk € {0,...,2"} =

La propriété est immédiate pour n = 0.
Supposons la propriété vraie au rang n > 0.
Soit k € {0,...,2" 1}

Cas k pair :

k =2k avec k' €{0,...,2"} et ka“g:ii’k)b =
I’hypothese de récurrence.

Cas k impair :

k=2k"4+1avec k' €{0,...,2" —1} et

k a+(;7k ) ¢ A en vertu de

on+1 )

ka+ (2" — k)b 1 (k’a (@ = Kb (K +Da+ (2 — (W + 1))b) 4

AL 2n
car par hypotheése de récurrence

Ka+ 2" —k) (K+1a+2"—(K+1))
2n ’ 2n

S

La récurrence est établie.

Soit x € |inf A, sup A[.

Il existe a,b € A tel que z € [a, b] ce qui permet d’écrire x = Aa + (1 — A\)b.
Soit kn, = E(2")\) et x,, = M

On vérifie aisément que z,, — x car 2"k — X et pour tout n ¢ N x,, € A
Ainsi A est dense dans Jinf A, sup A[.

Exercice 75 : [énoncé]
Considérons 'ensemble B =1In A = {lna/a € A}.
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Pour tout =,y € B, %ﬂ = % =Invab e B.
En raisonnant par récurrence, on montre que pour tout x,y € B, on a la propriété

kx 4+ (2" — k)y

Vn e N,Vk € {0,...,2"}, =

€B

Soit z € Jinf A,sup A[. Il existe a,b € A tels que a < z < b.

On a alors Ina < Inx < Inb avec Ina,Inb € B.

On peut écrire Inx = Alna+ (1 — A)Inb avec A € ]0,1].

Posons alors k, la partie entiere de A2" et 2, = exp (52 Ina + (1 — £2)Inb)

Il est immédiat que x,, — x avec pour tout n € N, z,, € A.

Si, dans cette suite, il existe une infinité d’irrationnels, alors x est limite d’une
suite d’éléments de A N (R\Q).

Sinon, & partir d’un certain rang, les termes de la suite z,, sont tous rationnels.
Le rapport ,41/x, est alors aussi rationnel ; mais

En+1  kp
Tn+1 (a) on+1 — 21 kn+1 kn 1
— = == vec —— =0o0u —
Ty, b 2n+1 n 2n+1
S’il existe une infinité de n tels que 521} — 12“—;’ = 2"% alors il existe une infinité de
n € N tels que
1
a\ zm
— c Q
(b)

et puisque ’élévation au carré d’un rationnel est un rationnel, le nombre a/b est
lui-méme rationnel. Or les racines carrées itérés d’un rationnel différent de 1 sont
irrationnelles & partir d’'un certain rang.

Il y a absurdité et donc a parti d’un certain rang k, 1 = 2k,.

Considérons a la suite (x,) définie par

k! k!
! n n I
X, = exp (2n Ina+ (1 - 2n> lnb> avec k, = k,, +1
On obtient une suite d’éléments de A, convergeant vers x et qui, en vertu du

raisonnement précédent, est formée d’irrationnels a partir d’un certain rang.

Exercice 76 : [énoncé]
Ny:E— RT est bien définie et on vérifie immédiatement

Np(Af) = [\ Ny (f) et No(f +9) < No(f) + No(9)

Il reste a étudier la véracité de 'implication

Ny(f)=0=f=0

Supposons : ¢! (R*) dense dans [0, 1].

Si N,(f) =0 alors feo =0 et donc pour tout z € ¢~ }(R*), on a f(x) =0 car
o(z) # 0.

Puisque la fonction continue f est nulle sur la partie = (R*) dense dans [0, 1],
cette fonction est nulle sur [0, 1].

Supposons : ¢! (R*) non dense dans [0, 1].

Puisque le complémentaire de I’adhérence est 'intérieur du complémentaire, la
partie ¢ ~1({0}) est d’intérieur non vide et donc il existe a < b € [0, 1] tels que
[a,8] € ™ ({0}).

Considérons la fonction f définie sur [0, 1] par

f(;v):{ (x—a)(b—z) siz€]a,b]

0 sinon

Cette fonction f est continue sur [0, 1], ce n’est pas la fonction nulle mais en
revanche la fonction fy est la fonction nulle. Ainsi on a formé un élément f non
nul de E tel que N,(f) =0. On en déduit que N, n’est pas une norme.

Exercice 77 : [énoncé]

Soit [a,b] C [1,400[ avec a < b. Pour établir la densité de A, montrons que
AN Ja,b] est non vide.

Considérons ¢ > 1 tel que ga < b.

Il existe N € N tel que

Up+1
Un

YneNn>N = <q

Considérons alors

E:{meN/m>Netum<b}
un

E est une partie de N, non vide (car N + 1 € E) et majorée (car u, — +00). La
partie F possede donc un plus grand élément M. Pour celui-ci, on a

up UpM+1

<bet >b
unN unN

Or

Up+1 < QUL
donc b

u

M2 >a

un q

Ainsi ups/un est un élément de AN [a, b].
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Exercice 78 : [énoncé]

Soient x € E et r > 0.

Puisque A est une partie dense, B(a,r) N A # (). On peut donc introduire

x € B(a,r) N A. Or par intersection d’ouverts, B(a,r) N A est aussi une partie
ouverte et donc il existe o > 0 tel que B(z, ) C B(a,r) N A. Puisque la partie B
est dense, B(z, ) N B # () et finalement B(a,r) N AN B # (.

On peut donc conclure que A N B est une partie dense de E.

Exercice 79 : [énoncé]
Pour A € S (R), on vérifie que

A —a+in 4
p

avec 4, € S; T (R).

Exercice 80 : [énoncé]

Soit f une fonction solution.

On a f(0+0) = f(0)+ £(0) donc f(0) =0
Par une récurrence facile

Vn € N,Vz € R, f(nz) = nf(x)

De plus, puisque f(—z +z) = f(—z) + f(z), on a f(—z) = —f(z).
Par suite
Vn € Z,Vz € R, f(nx) =nf(zx)

Pour z =p/q € Q, f(z) = pf(1/q) et f(1) = qf(1/q) donc f(z) = az avec

a= f(1).

Les fonctions x — f(x) et x — ax sont continues et coincident sur Q partie dense
dans R donc ces deux fonctions sont égales sur R.

Au final f est une fonction linéaire.

Inversement, une telle fonction est évidemment solution.

Exercice 81 : [énoncé]
a) Soit € R. Puisque
[2"z]
QTL

e
avec u,, € D, la partie D est dense dans R.

b) Supposons que f s’annule en 0 et 1.

(f(=z) + f(z)) = £(0)

N |

donc la fonctionf est impaire.

Par récurrence double, montrons Vn € N, f(n) = 0.
Pourn=0oun=1:0k

Supposons la propriété établie aux rangsn > 1let n—1 > 0.

fn+1)+f(n-1)
2

= f(n)

donne en vertu de Phypotheése de récurrence : f(n + 1) = 0.
Récurrence établie.
Par l'imparité

Vp € Z, f(p) =0

Par récurrence sur n € N, montrons
PN _

Pour n =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang n € Z.

Soit p € Z,
(i) =1 (50 30)) =3 10+ (5)) 70

Récurrence établie.
Puisque f est continue et nulle sur une partie

D:{Q%/pez,neN}

dense dans R, f est nulle sur R.

c) Posons = f(0) et a = f(1) — 5.

La fonction g : © — f(z) — ax + 5 est continue et vérifie la propriété

s (52) = 5 0 + )

donc g est nulle puis f affine.
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Exercice 82 : [énoncé]
Soit A € C. Si A est inversible

xaB(A) = det(A\,, — AB) = det(A) det(AA™ — B)
donc
xaB(\) = det(AA™! — B)det A = det(A\,, — BA) = xpa()\)

Ainsi les applications continues A € M, (C) — xap(\) et A € M,,(C) — xpa(N)
coincident sur la partie GL, (C) dense dans M, (C), elles sont donc égales sur
M, (C).

Ainsi pour tout A € C, xap(A) = xBa(A\) et donc xap = xBA-

Exercice 83 : [énoncé]
On sait
t(comA)A = det A.T,,

donc
det(comA) det A = (det A)"

Si A est inversible on obtient
det(comA) = det(A)"*

Puisque I'application A — det(comA) est continue et qu’elle coincide avec
I'application elle aussi continue A + (det A)"~! sur GL,,(C) qui est dense dans
M,,(C), on peut affirmer det(comA) = (det A)"~! pour tout A € M,,(C).

Exercice 84 : [énoncé]
a) Si A est inversible alors

_ 1
Al = detAt(ComA)

et donc
comA = det(A)" (A7)
De méme
com(P~'AP) = det(A)!(P~'A™'P)

ce qui donne
com(P'AP) = *PcomA*(P™!)

Les fonctions A +— com(P~1AP) et A — *PcomA!(P~!) sont continues sur
M, (C) et coincident sur GL,,(C) partie dense dans M,,(C), c’est deux fonctions
sont donc égales. Ainsi la relation

com(P'AP) = *PcomA'(P~!)

est valable pour tout A € M,,(C)
b) C’est immédiat sachant que ‘(P~!) est I'inverse de ‘P.

Exercice 85 : [énoncé]
a) On sait ) .
AA=AA =det AL,

Si A est inversible alors )
det A.det A = (det A)™

donne 3
det A = (det A)"~!

L’application A — det A étant continue et coincidant avec application elle aussi
continue A — (det A)"~! sur GL,(K) qui est dense dans M,,(K), on peut assurer
que det A = (det A)"~! pour tout A € M,,(K).

b) Si A est inversible alors A aussi donc

rg(A) =n=rg(4)=n

Sirg(A) < n — 2 alors A ne possede pas de déterminant extrait non nul d’ordre
n —1 et donc A = 0. Ainsi

rg(A) <Kn—-2=rg(4)=0

Sirg(A) =n—1 alors dimker A =1 or AA = det A.I,, = 0 donne ImA C ker A et

donc rg(A) < 1. Or puisque rg(A) =n — 1, A posséde un déterminant extrait

d’ordre n — 1 non nul et donc A # O. Ainsi
rg(A) =n—1=rg(A) =1
¢) Soit P une matrice inversible. Pour tout A € GL,,(K),

(P7YAP)(P7'AP) = det A.T,,

et P~LAP inversible donc o
P7'AP = P-1AP
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Ainsi 3 o
A=pp-1ApPp!
Les applications A — A et A +— PP-1APP~! sont continues et coincident sur la

partie dense GL, (K) elles sont donc égales sur M, (K).
Si A et B sont semblables alors il existe P inversible vérifiant P~ AP = B et par

la relation ci-dessus P_IAP~: P/:IXP = B donc A et B sont semblables.
d) Si A est inversible alors A = det(A)A~! et

A= det(A)A~" = det(4)" %A

Par coincidence d’applications continues sur une partie dense, pour tout

A e M, (K), B
A =det(A)" 24

Exercice 86 : [énoncé]
Cas A, B € GL,(R)
On sait

1
-1 _ t -1 _ ¢
AT = ot d (comA), B~ = ot B (comB)
et 1
A -1 _ t A — —1A—1
(AB) $t(AD) (comAB) =B
donc 1 1
AB)™' = "(comAB) = ——————"(comB)"(comA
(AUB)™ = Gaan) ©mAP) = oA qer g (comB) (comd)
puis
t(com(AB)) = *(com(A)com(B))
et enfin

com(AB) = com(A)com(B)

Cas général
Posons 1 1
A, =A+-I,et B,=B+ -1,
p p

Pour p assez grand A, B, € GL,(R) et donc
com(A,Bp) = com(A,)com(B,)
Or la fonction M — comM est continue donc par passage a la limite

com(AB) = com(A)com(B)

Exercice 87 : [énoncé]
Cas f de classe C! :

/ |f/ () dt =0
Cas f continue :

Pour tout € > 0, il existe g : [a,b] — C de classe C! tel que ||f — g <e.

On a alors
e dt) < (b= a)|F ~ gl +| [ ot at

donc pour n assez grand

e dt| < (b—a)e +¢

Par suite

b
/ ft)e™t dt ——— 0

n—-+oo

Exercice 88 : [énoncé]
Par le théoréeme de Weierstrass, il existe une suite (P,) de fonction polynomiale

telles Noo (P, — f) — 0.
&@MHAf@&®&:Af®U®

On a alors
1 ) 7 1 B
AﬂMmAmwm
— P,(t)) dt' < Noo(f)Noo(f = Pp) — 0
1
/ f2(t)de
0

puis f = 0 par nullité de I'intégrale d’une fonction continue et positive.

P,(t))dt

donc
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Exercice 89 : [énoncé]
Par le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Q,,) de fonctions polynomiales
telles Noo (Qrn — f) — 0.

On a alors b
/Qn dtm/(lf(t)dt:

Posons

Pu(t) = @Q

On vérifie alors sans peine que

b
/ &@ﬁh:0aN®U—RQ%O

Exercice 90 : [énoncé]
Par le théoreme de Weierstrass, il existe une suite (@) de fonctions polynomiales

telles Noo(Qr, — f) — 0. Posons m,, = 1be] Qn(t) = Qn(t,) pour un certain

t, € [a,b]. Montrons que m,, — m = 1be] f- Notons que 1nfb] f = f(ts) pour un
tela )

certain to, € [a,b]. Pour tout € > 0, pour n assez grand, Noo(Q, — f) < € donc
My = Qntn) = fultn) —e2m—cetm= f(te) = Qn(te) — € = my, — e donc
|m,, —m| < e. Ainsi m,, — m. Il suffit ensuite de considérer P, = Q,, — m, +m
pour obtenir une solution au probléme posé.

Exercice 91 : [énoncé]

Par le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Q,,) de fonctions polynomiales
telle Noo(Qn — ') — O

Posons alors P, (z) = f(a) + [ Q,(t)dt. L'inégalité

|Po(z) = f(2)| < [ \f’ Q,,(t)] dt permet d’établir que Noo(f — P,) — 0 et
puisque P! = @, la suite (Pn) est solution du probleme posé.

Exercice 92 : [énoncé]
a) On a

) n
via k

i)

De manieére semblable

Zk Bnk
b) On a

20[22

keA

et la relation précédente

= k(k—1)Bni(x) + Y kBni(x) =nz(l+ (n—1)z)
k=0

Bmk(.ﬁ)

<Y (k—n2)’Bup(@) < Y. (k- na)’ Bu(a)

kEA kelo,n]

car les B,, ;, sont positifs sur [0, 1].

Par suite

d’ou

2a? Z By i(z) < nz(l —x)

keA

1
Z B" k 4na2
keA

c¢) Pour tout € > 0, par l'uniforme continuité de f, il existe a > 0 tel que

On a alors
|f(2)
donc
() =

Pour n assez grand, on a

et donc |f(x) —

Exercice 93 :
a) On a

Yo,y € (0,1, |z —yl Sa=[f(x) - fy)l <e

< f (@) — f(k/n)| Bu(x) + 3 [£(2) = f(k/n)| Bux(z)

z€A

fa()] <

[énoncé]

zeB

< Ml
| <20flloe D Bri(@) + D eBan(a) < 5- % +e

z€A z€B

1 £lloo/2n0” <

2¢ uniformément en x.

1 . B 1
]ﬁ t(1—t?) dt__56;135
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On en déduit

1
n+1

1 1
an:2/ (1—t2)”dt>2/ t(1— )" dt =
0 0

b) Sur [a, 1],
(1—a?)"

<m+1D1—-a?)" =0
QAp

ln ()] <

¢) Sur le compact [—1,1], f est uniformément continue car f est continue. Ainsi :

Ve >0,3a>0,ve,y € [-11], [z —y| <a=[f(z) - fly)l <e

Pour o = min(a, 1/2), on a pour tous x,y € R tels que |z — y| < o’
Siz,y € [—1,1] alors
[f(z) = fly)l<e

Sinon z,y € [1/2,400[ ou z,y € |—00, —1/2] et alors

[f(z) = fly)=0<e

d) On a
x+1
fu) = [ Henla = w)du
Or ,
on(r —u) = ap(u)z”
k=0
donc . . k
falt) = k}:% (/H Flw)ag(u) du> T
Mais

z+1 1/2
[ twewdn= [ fwa) du
z—1 —1/2
pour x € [-1/2,1/2] car x —1 < —1/2 et x + 1 > 1/2 alors que f est nulle en
dehors que [—1/2,1/2]. Il s’ensuit que f,, est polynomiale.
e) On observe que
1
/ pn(t)ydt =1
—1
et la relation proposée est alors immédiate sur [—1/2,1/2].
f) On a
Ve >0,3a>0,Vz,y e Rjz —y| <a=|f(zx) — f(y)| <¢

et alors

le' 1

5@ = fu@) < [ 1) = Fa = Olontt) dera ], [

—a «
Or
1
/ on(t)dt — 0
«@
donc pour n assez grand

1
Ufll [ envrar <

et alors
|f(z) = falz)| < 2¢

g) Il suffit de commencer par approcher la fonction z — f(2ax) qui vérifie les
conditions de la question précédente.

h) Soit A > 0 tel que [a,b] C [—A, A]. 1l suffit de prolonger f par continuité de
sorte qu’elle soit nulle en dehors de [—A4, A].

Exercice 94 : [énoncé]
a) Par le théoréme de Weierstrass, pour tout € > 0, il existe P € R[X] tel que
1f = Pl <&

b b b b
o< [ = [s-r+ [ p= [ 10-PI<O-a)lfl.z
En faisant ¢ — 0, on obtient ff f?>=0cet donc f =0.
b) L’intégrale étudiée est bien définie. Par intégration par parties,
(n+ DI =1 =)l

Or Iy = % donc
(1 +4)n+t

|
ont1 n!

I, =
¢) Iupts € R donc
+oo
/ P sin(z)e™ da = 0
0
puis
+o0 1/4 1/4
/ uP sin(u'/*)e ™" du =0
0
pour tout p € N.
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Exercice 95 : [énoncé]
Soit € > 0. Pour N € N posons

FN:{‘TG [1,+OO[,V7’L>N,|]C(TL(E)| <5}

La condition |f(nx)| < e définie une partie fermée de [1,4o00[ en tant qu’'image
réciproque d’un fermé par une application continue. On en déduit que Fy est une
partie fermée en tant qu’intersection de parties fermées.

En vertu de ’hypothese de travail

U Fy = [17+OO[
NeN

Par le lemme de Baire, une union dénombrable de fermés d’intérieurs vide est
d’intérieur vide. Ce n’est ici pas le cas, on peut donc affirmer que 'un au moins de
Fy est d’intérieur non vide. Ainsi, il existe N € N et a < b € [1,+00] tels que
[a,b] C Fy ce qui signifie

Vz € [a,b],Yn = N, |f(nz)| < e

Considérons alors la partie

X = U [na, nb

n>N

sur laquelle les valeurs prises par f vérifie |f(x)| < e.
Pour n assez grand
nb>= (n+1)a

et les intervalles [na,nb] et [(n + 1)a, (n 4 1)b] se superposent de sorte que la
partie X forme alors un voisinage de 4o00. Il existe alors A > 0 tel que
[A, +oo[ C X et donc

Vo > A,|f(@)] <=

On peut alors affirmer que f tend vers 0 en 4oc0.
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