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Ch 1: Structure vectorielle




Espace vectoriel - Sous espace vectoriel

» Une structure d’e.v sur un ensemble E se résume par la définition de
deux operations sur E: une loi interne + qui permet la somme de deux
élémentsde E ( x+y € E, Wx,y € E ) et une loi externe . qui permet la
multiplication d’un élément de E par un réel

(A.xeE VieR,VxeE).

» On se contente d’évoquer la structure vectorielle sur R" , Rn[X]
I’ensemble des polynomes de degré < n ou sur M, ,(R) U’ensemble
des matrices réelles de type m x n

» Lesespaces (R" 4 ) (Ry[X],+,.) €t (Mmn(R),+,.) sontdese.v.




Exemples:

1- SurR?2

(1,2) + (3,6) = (4,8) € R?
5.(=1,4) = (-5,20) e R?

2- Sur R[]

(X2 +3x—1)+ (2x?> +5) = (3?2 +3x +4) € R,[X]
—2.(X2 =5X) = —2x? + 10x € R,[X]

3- Sur M2,3([R)
/
1 -1 2 5 -3 -1 6 4 1
+ = € Mzig([R)
3 -2 4 2 3 -6 5 1 -2
<
1 -1 2 -2 2 -4
—2. = € Mz3(R)
3 -2 4 6 4 -8

"~




Sous espace vectoriel

. Un sous ensemble F d’en e.v (E,+,.) est un s.e.v. de E si:
F+9¢

Si X,y €F alors x+yeF
Si xeFetieRalors A.x e F

. Tout s.e.v. contient I'élément 0




Exemple: F={(Vy2) e€R3/x+y+z=0>estuns.e.v.deR3 :
1-04+40+0=0donc(0,0,0) e FetF = ¢

2— SiX=xV,2), X =(,y,z)eFalorsX+X =X+X,y+y,z+2):
Ona:
X+X)+(Y+yY)+@Z+2) =(X+y+2) + X +y +z) =0+0=0
XeF X eF’
donc X+ X € F.

3— SileRetX=(xyYy,z2) € Falors AX = (Ax, Ay, 12)

Onaix+Ay+Az=41 (x+y+2z) =1.0=0
XeF
donc AX € F.

Parsuite F estun s.e.v. de R3,




Base et dimension d’un e.v

—> Une famille de vecteurs{vy,---,Vn}, Vi € E est dite
systeme generateur de E si tout vecteur X de E est
une c.l. des V;

X=A1.Vi+ -+ An.Vhavec 4j € R

> Une famille de vecteurs {vi,---,vn}, Vi € E est dite
libre si aucun d’entre eux n’est une c.l. des autres:

(/11.V1 + o+ An.Vp = O) = (Al =Ay == Ay = O)




I:> Si la famille {V1,--,Vn} est libre et générateur, on dit

qu’elle est une base de E et que dimension de E est n.

dimE = n

»~ Trouver une base et la dimension de F = {(x,y,z) e R®/x+y+z=0}

X = (X1y1z) € F donCX = (X1y1_x _y) - X(1101_1) +y(01 11_1)
= XVi + YV, V1,Vo € F.

donc {v,V,} engendre F.
== Sixvy+yv, =0alors (x,y,—-x—y) =0etdoncx =y =0

D’'ou<{v,v,} estune base de F et dimF = 2.




Endomorphisme sur un e.v.

Définition: Une applicationf : E — E est un endomorphisme si
1-f(x +y) = f(xX) +f(y), vx,y € E

2-f(A.x) = A.f(x), VA e R, Vx e E

Exemple: l'application f(x,y) = (X + 2y,x —y) est un endomorphisme de R? :

1-f(X+X/) = f(x +x',y+y') = (X +X +2(y+y'),x +X - (y+y')

= (X+20,X—=Y)+ (X +2y ,x —y) = f(X) +f(X)

2- (1. X) = fF(AX, Ay) = (AX + 24y, AX — Ay ) = A(X + 2y, X — y) = Af(X)




Matrice associée a un endomorphisme

Soit f unendomorphisme surE et B = {vq,---v,} une base de E.

pour tout i,ona f(vj) € E donc f(v;) est une c.l. des v;

f(vi) =a;vi+a,;Vo +---+2a, ,Vn

La matrice A = Lo est la matrice de f dans la base B.

On note A = M(f, B)




Exemple

f(x,y) = (X + 2y,—X + 3y) est un endomorphisme sur R?.

B={e; =(1,0),e; = (0,1)} estla base canonique de R?
Onaf(el) — (11_1)’ f(GZ) — (213)

La matrice de f dans la base B est

1 2
o-(12)




