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Ch 2: Diagonalisation d’un endomorphisme




Valeurs propres et vecteurs propres

Soit f un endomorphisme de R", soit A sa représentation matricielle. On

note par Pi(A)ou P4(A), le determinant:
IA—A. 1]

» Le polynéme P,(1)= |A — A. 14| est dit polynome caractéristique de A
ou de f.

» Les racines (réelles ou complexes) de P, (1) sont dites les valeurs
propres de A. (on écrit v.p de A).




1 2
: Calculdesv.pde A =
Exemple: p ( 4 )

Pa(A) = det(A—-1.13) = ~A2-51+6

Les v.p de A sont
A =2etd, =3.

On note par Sp(A) = {v.p de A} = {2,3} appelé "spectre de A".




Vecteur propre - espace propre

. Soit X un vecteur non nul de R". On dit que X est un vecteur propre
d’un endomorphisme f ou de sa représatation matricielle A, si le

vecteur AX est colinéaire avec X

AX = AX

. Le scalaire ) est dit v.p associée a X

f(v) = Av

—

. On écrit X est un v.p deA.




— —

SiXestunv.pde Aalorsa.Xestunv.pde A, Va € R*

—>

E,(A) = {v.pde A correspondanta 1} U {0} est dit espace propre de A

E,(A) estuns.e.vde R" de dimension < mult( 1)

4483

Pa(4) est dit scindé dans R si, en comptant la multiplicite:

ses n racines sont réelles.




Recherche des vecteurs propres:

é
‘ Soit Aune v.p de A, X e R"{0} est un v.p de Asi X est
une solution du systeme lin€éaire: (A-—ADX =0

m) Le systéme (A—AX = 0 admet une infinite des
solutions.

—>

‘ Il existe un nombre fini des directions pour les v.p mais
un nombre infini dans chaque direction.




Exemple:

_ 1 2
SmtA( 1 4)- SesvpsontAd, =2eti, =3

X1,X, € R2\{0} sont2v.pde A SI

AX1 = A1 X1 et AXy, = A, Xo.

X
Calcul de X; = < y> . Ona(A-2DX; =0




[ x+2y = 0 2
donc . g Csoitx = 7).
—X+2y =0 y

2
Les solutions de ce systeme sont engendrées par X; = ( . )

Calcul de X —<X > . Ona(A-3HX; =0
y

7

—2x+2y =0 y
donc < . SoitX = :
—2x+2y = 0 y

.

1
Les solutions de ce systeme sont engendrées par X, = ( . )




Diagonalisation d’une matrice

Soit f un endomorphisme de R", Si B et B’ sont deux base de R" alors f
admet deux représentations matricielles différentes A et A’ dans la base B et

dans la base B’.

== Puisque A et A’ représentent un méme endomorphime, on dit
que A et A’ sont équivalentes ou semblables.

= Si P est la matrice de passage de Ba B’ alors A" = P-1AP

& Si A est donnée, on cherche une matrice de forme simple (diagonale)
qui lui est semblable. On cherche une base B’ de sorte que A’=M(f,B’)

est diagonale.




Relation entre v.p, vect.p et
diagonalisation

Soit A une matrice, soient A;...Anlesv.pdeAet Vi....Vj
les vect. p associés. A=M(f,B). Si B' = {Vi....Vprest une
base de R" alors:

f(vi) = div;

D’ou
A -MEBY=| ° 5
: “ 0

est diagonale.




1- Une matrice semblable a une matrice diagonale est dite diagonalisable.

2- Les i peuvent n'est pas étre toutes differentes.

—

3- Une v.p de multiplicité m engendrentk v.p indépendants (k < m).

Si
~ PA(Q) est scindé dans R

~ VA v.p de multiplicité m; ona dimE;, = m;

alors




Danscecas: A = PlAP avec




Applications

On suppose que A est diagonalisable A ~ A" :

n
B A=A =L A

=1

B Ak = P(A)KPL = P.

[ )k 0
.

o




. Résolution d’un systeme différentiel linéaire:

X1

Xn

Y=P1X doncX=PY




Exemple:

-1 4

2 1 —
X, = ( . ) X, = ( . ) sont deux v.p associes.

> Les v.p de A sont simples donc A est diagonalisable.-

(55 )31

|




Pour calculer A° par exemple,

ona A5 =P(A)5P?!

[ 179 422
—211 454




Pour resoudre le systeme différentiel lineaire O('i—t = AX

c’'estadire
C dx
il X + 2y
<
dy B
a X + 4y

\.

Ce systeme est equivalent au systeme % =AY




du U

cestadie < Sa solution est

Comme X(1) = PY(t)
donc X(t) _ 2 1 cqie?t
y(t) 11 c,e3t




Extremums des fonctions de 2 ou de 3
variables

Soit f une fonction de classe c2 en un point a de 2 ou de 3
variables. La Hessienne de f en a est la matrice symétrique

Hess, (f) = (%(a))

1<i,j<n

La formule de Taylor a ’ordre 2 en a est

th. Hess, (f). h
2

f(a+h) = f(a) + daf(h) + + o(J|nl])




Sia e (R? ouR?) est un extremum local de f
alors

a est un point critique de f (daf(h) = 0)

D’apres Taylor:

th. Hessa (). h
2

f(a+h)—-f(a) =

Si Hess, (f) est definie positive (ses v.p sont strictement positives)

alors f(a + h) > f(a) et a est un minimum local




Si Hess, (f) est définie negative (ses v.p sont strictement négatives)
alors f(a + h) < f(a) et a est un maximum local

Si les v.p de Hess, (f) ont deux signes opposeés alors a est un point selle




Exemples

Etude de  f(X,y,2) = Xy + Yz + 2Xz — Xyz

1-Montrer que P1(0,0,0) et P,(2,4,2) sont les points critiques de f

Vi(x,y,2) =0si (Y+ 22— Xxy,x +Z2—Xz,y+ 2x — Xxy) = (0,0,0)

\




2- Etudier la nature de P, et P,

(o2t o2f o2 )
Ox2 OXoy OXoz

o’ o oM
Hess (X,Y,2) (f) - ayax 5y2 6y62
o2f 0% f 0% f

\ 010X 010y (72 /

012

onatesse,0=| 101 | [EENCCCISECESoN

210




Les v.p de Hessp, (f) nont pas toutes le méme signe donc P; est un point selle

De méme Hessp, (f) = —Hessp, (f)

sesvpsonti; =2, A, =-1+J3, 13 =-1-3

Les v.p de Hessp, (f) n'ont pas toutes le méme signe donc P, est un point selle




