Equation de la corde
vibrante Et Equation de la
chaleur




Probleme des ondes en dimenion

On considere une corde vibrante de longueur L

mince,
bien tendne,
Axée aux boutsen r =0 et z = L.

Hvpotheses sur le modele physique.

Soit w(z,t),0 <z < Lett>0,la pﬂsiiiE}n du point de la corde

a distance x de l'origine au temps .

.-'\u

Corde vibrante fixée aux bouts.




hypothéeses -

(a) la densité linéaire de la corde, p, est constante,

(b) la corde est d'une élasticité parfaite et n’offre ancune résistance a la
flexion,

(c) on néglige la graviteé,

(d) les particules de la corde se meuvent verticalement parce que le déplacement
est faible,

(e) la pente de la corde est faible, ¢’est-a-dire

Ju
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épalement parce que le déplacement est faible.




Par (b), les tensions T7 en P et T en () sont tangentes a la corde et, par (d).

la CDI‘I‘I]:!EI.E:-I.LII’E-E horizontale de la tension est constante

Lo

0 x x+Ax L X

Les composantes de la tension.

Ticosa =T5cos 3 =T = constante.

Les composantes verticales en P et en () sont, respectivement,

—Tisinee, Tosin 3.




Selon la 2° loil newtonienne : masse x accélération = résultante,

u

PAT S

= Tssin 3 — T} sin av.

phr &*u  Tasing  Tisina
T 82 Tacosfl Ticosa

— tan /7 — tan a.

tana = E tan 3 = du et en divisant par Az, on obtient
- T L z+Ar
pdlu 1 |Ou Ju
T at2 Az |dz o+ Az Oz |,

Finalement, lorsque Ax tend vers zéro, on obtient I'équation des ondes en dimen-
sion 1 :

2 2
Ci e

=
ot? dx?’ e



Les déplacements simples. Une corde vibrante de longueur L fixée

aux bouts admet une suite de déplacements simples w, (x, t) pour t = tg

AT

n=1 n=2 n=

Déplacements simples.

— 5 Tr
u1(z, to) = sin 7.




Résolution par séparation des variables.

Considérons le probleme de la corde vibrante fixée aux bouts et modélisé par 'E.D.P:

o3 2
1 Ou _ 22
(1) 52 = € 3o O<z< L, t>0,
avec les conditions aux limites (C.L.) :
(2) w(0,t) =0, wu(L,t)=0, pourtoutt >0,
et les conditions initiales (C.1.) :
(3) u(z,0) = (), g[.r._ 0)=g(z), 0<z<L.

La résolution de ce probleme par séparation des variables comporte trois étapes :

Etape 1 : Séparation des variables. u(x,t) = F(z)G(t)

Ui = FG: Upy = FHGs

'E.D.P (1) devient:




En divisant par ¢2FG, on a :

1 G(t) F"(z)
A2 Gt F(x)

= k. une constante.

On obtient ainsi deux équations différentielles, I'une pour F'(x) et 'autre pour

G(t) -
@ F'(z)—kF(z) =0,

(6)  G(t)—kG(t) =0,
oll k est & déterminer au moyen des conditions aux limites (2)
]*jtape 2 : Valeurs propres et fonctions propres.

Onrésout (4) et (5) tqu = F.G vérifie les (C.L) (2):

(0)G(t) =0, pour tout t,
(L)G(t) =0, pour tout £.
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On exclut le cas G(f) = 0, correspondant & la solution nulle sans intéret (u = 0).




Rappel: y (x) + ay (x) + by(x) = 0
A2 +al+b=0

Ainsi I'équation (4) devient: PN .
La S.Gesty = cie** + cye*

(4) F'(z)—kF(z)=0, F(0)=0, F(L)=0.
Les conditions aux limites pour F' déterminent les valeurs admissibles de f,

(i) Sik=0, (4) admet la solution générale :

F(z) = ax +b.

Done
F0O)=0 = b=20

et
F(L)=0 = aL =0 = a=0;

done sans intéret parce que u = 0.

(ii) Si k= p? > ((4) .7) admet la solution générale :
F(x) = Aet'® + Be™H7.




Rappel: y (x) +ay (x) + by(x) = 0
A2 +al+b=0
F(0)=0 = A+B=0 siA <0 - 4=a+iBracine
La S.Gesty = e*[c; cos fx + ¢, sinffx]

De nouveau

et
F(L)=0 = Aett 4 Be #E =0,

On a done le systéme homogene :
1 1 Al |0
epl  gmnl Bl |0

] —e Mt _ et 20 Done Punique solution est la solution nulle :

Ce cas est aussi sans interet : w = 0.

(iii) Sik= —pﬁ <0, (4) admet la solution générale :
F(z) = Acospx + Bsinpz.




F(0)=0 — Acos0=0 — A=0

F(L)=0 = BsinpL = 0.

Or B # 0, sinon u = 0; done
sinpl, = 0,

pl = nmw

pour indiquer la dépendance de p sur n, on écrit :

nmw

pﬂ-:_:- n:]-,gz.g:....

L

on a alors la suite de solutions

T

Fo(z) =sin —z, n=1,2.13,...

L




Rappel: 'équation (5) est:

Maintenant, on résout (5) avee G(t) — AkG(t) = 0

_ o (nmy?

k=-p=-(T)

c’est-a-dire

G+ MG, =
ol

e
)'l.ﬂ, T

La solution générale de cette derniere équation différentielle est

Gp(t) = By cos At + B sin At
Done les fonctions simples non nulles, qu'on appellera fonctions propres :

uy(z,t) = (B cos Ayt + B, sinknt}ain%m, n=123,...,

sont des solutions de I'é.d.p. (1) qui satisfont les C.L. (2)

An seront appelés valeurs propres du probléme (1) - (2)




DEFINITION On appelle valeurs propres (ou caractéristiques) les nombres
A, pour lesquelles un probleme différentiel homogéne aux limites hcmmnenes du
type (1)- (2) admet les solutions non nulles uy,(z,t), appelées fonctions propres
(ou caractéristiques). L'ensemble de valeurs propres { A1, A2, ..., An, ...} s'appelle
le spectre.

En physique, u,, s'appelle le n® mode normal; le 1°T mode normal, . s’ap-
pelle le mode fondamental, us la 1™ harmonique, us la 2° harmonique, ete.

PNV ANVANNANA
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n=1 n=3

Les quatre premiers modes normaux.

. nmr
sin— =0 pour x=

L

=l Ry

af, -1
==
TL

T

]

on voit que le n® mode normal admet n — 1 neeuds dans Uintervalle (0, L)




Etape 3 : Superposition des fonctions propres.

Pour satisfaire les conditions initales (3) . on superpose les solutions simples (2. t)

d’apres le lemme suivant.

LEMME 2.1 (Superposition de solutions d'un probléeme homogéne). Soient u
et v deur solutions du probleme homogéne (1)- (2) . Alors au+bv est aussi une
solution.

Par récurrence, toute combinaison linéaire (convergente) de solutions est aussi
une solution.

Pour satisfaire les conditions initales (3) on cherche une solution qui est
une somme (convergente) de fonetions propres :

[n ]

(Bn cos Apt + B}, sin Apt) sin n;;:.r:.



On détermine les B, et les B:. En t = 0, u(z,0) est une superposition de SInus :
Rappel: f(x) =3 b, sinx
n=1
- T o
Z B, sin —:1.' = f(x). by = lT_[_Tf(x)sm?xdx
T o
= %Iof(x) sin “Zxclx

Les B,, sont donc les coefficients de la série de FOURIER de sinus de f(x).

B, Lf flx sin—.-rd:s

De méme, en £ = 0, ug(x, 0) est aussi une superposition de sinus :

Alors les Ap B}, sont les coefficients de la série de Fourigr de sinus de g(z) :

Anﬂgz%/ﬂ'tg(

. NT
) sin —a dx,
L




B =T f ElIl—.‘l!d.:I:

Finalement, la solution du probleme de la corde vibrante (1) - (2) et (3) €1l

serie de FOURIER de sinus en x est :

oo o0 . onm
= ﬂz::l un(x,t) = RZZI (Bn cos Ant + B}, sin Apt) sin T

ou les By, et les A\, B} sont les coefficients de FourIiER des conditions initiales
flz) et g(x) développées en série de sinus.




ExEMPLE Résoudre le probléme de la corde vibrante :

Uy = ye, 0<2< L, t=0,

fixée aux bouts (C.L.) :
w(0,t) =u(L,t) =0, t=0,
de déplacement initial triangulaire (C.L.) :
u(e.0) = f(z) = {m” Lo 0<r<s
2k(L —z)/L, £ <z<L,
et de vitesse initiale (C.L.) :

3 4
ut(x,0) = g(xr) = 13sin Tﬂm + 2sin %ﬂ:

ResoruTion. Puisque la corde est de longueur L et est fixée aux bouts, les
fonetions propres sont :

Un(z,t) = (Bncos Ant + B, sin Apt) sin TE—W:L'




et les valeurs propres sont : A, = —.

Par superposition, la solution satisfaisant les C.1. est

u(x, t) = Z Uy (z, 1) = Z(Bﬂ, cos At + B, sin A, t) sin %z.
n=1 n=1

Ent=0, ona:

w(x,0) = Z B, sin %1‘ = f(x).
n=1

flx)sin T e dr

L
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avec.

Lo . ona ' nw Ly R nw
rsin —zdr = ——xcos —x + — cos —x dx
0 L nw L |, nw Jg L
1.2 T it 2 nr L2
= cos sin —
2T 2 n2mrl L g
- nw it L? ar
= cos sin
In 2 n2mr2 2
et
L L XL
L '
/ (L—E)Sinﬂﬂdiﬂ‘:——(L—E)CDSEE - — cos Xz da
L ,.""l L Tan L LI."'E T L,."lg L
1.2 nw L2 nrw L
= —— CO0S — sin —x
Inm 2 n2mr2 L™, /2
B L2 T L2 nr
= —er s 5 + 9.9 sin 5
Alors,
' B Ak L2 0 i nw 8k  nmw
= — 511 — S111
" L2 p2g2 2 min2 2




c¢'est-a-dire

i

0, 71 pair,
Bn=1¢ 8k/(m*n?), n=1,5913,...,
k—Skf{?rgnﬂ], n=23,7.11,15,...

c’est a dire on distingue:

n= 2m (Mm>1)
n=4m+1 (m>0)
n=4m-1 (m>1)

Done, le développement de- flz) est

fla) =%

2

T 1 . 3w 1 5
12 L 32 L 52 L

1
(—51n—$——51n—m+—5111—:.~:—--



Pour déterminer les B} on dérive u(x,t) par rapport a f :

- ) . . N
ut(z,t) = HEZI{—}\RB,; sin Ant + An B, cos Apt) sin T:I,'
Alors, en t =0,
-
T . 3w Ar
— *gin —z = 13sin —x + 2sin —=.
ug(x,0) REZIAansm T sin r + 2sin i

Comme le 3* membre est déja sous forme de série de FOURIER de sinus, on identifie
les coethicients :

MBI= 0 = B} =0,
XNBi= 0 = B}=0,

NsBl =13 — Bj =3
Ag
2
}I,,‘iB;: 2 — Bt:E,

ABfI= 0= B:=0, n=56,...




La solution est done ;

w(x, t) = % cos A1t sin E:t.' + (—S—k cos Aat + E sin lgt) sin S—W:tr
’ 2 L 32 Az '
i A 8k /1 . bm 1 LT
+ N sin Ayt sin 7 + ) (5—2 cos Ast sin T T 7308 A7t sin T

+ 1 \of i O 1 \oitsi 11 N
— 0E Sl —X — —— CO8 511 —I°
92 QST T e 1 I

o A, = enw /L.




Considérons une tige mince de longueur L, de conductivité thermale k., de
chaleur spécifique o et de densité linéaire p, isolée sur sa longueur

_—

0 I x

Tige mince de longueur L isolée sur sa longueur.

[V'apres la lol newtonienne de I'écoulement de la chaleur. la température de la tige
u(x, t) satisfait I'équation aux dérivées partielles :

ke
(1) U = CUpy, O<z< L, =—.

Trouver u(x,t) si la température aux bouts est zéro (C.L.) :
(2) w(0,t) =u(l,t) =0, t=0,
et la température initiale (C.1.) est

(3) u(z,0) = f(z), 0<z<L.




ETAPE 1. LA SEPARATION DES VARIABLES. Posons u(x,t) = F(x)G(t)

En remplacant dans (1), on obtient:

C(t) _ F'(z)

260 = Fw ~ P <"

ainsi, on a deux équations différentielles découplées :
(4) F'(z) + p°F (z) =0,
(5) G(t) + 2p?G(t) = 0.

ETAPE 2. LES FONCTIONS PROPRES. Les fonctions propres Uy (x, t) sont les

solutions non nulles de I'é.d.p. (1) et des C.L. (2).. De (4) ‘on obtient

F(z) = Acospx + Bsinpzr



et de (2) F0)=A=0

et F(L)=BsinpL=0 = pL=nm, n=12,...

D'on les valeurs de p :

nmw
Pn = T
Done
Frizx) = ainﬂzr, n=12,...

L

De méeme, de (5)on a




d’olt Gn(t) = Bpe k.

(Jn a done les fonctions propres et les valeurs propres :

Up(x,t) = By sin (?:ﬂ) E_‘}Lit._. Ap = E, n=123,...

Frape 3. On satisfait la condition initiale par superposition des fonctions

propres
- 2
u(x.t) = z 1ty (T Z By, sin (—::-:) e Ant
n=1 n=1

pour gue

Z By, sin —:I!' = f(z).




Puisque u(x,0) est représenté par le développement de FouRIER de sinus de la

fonction f(x), alors

B L/ flz 5111—:.:‘&1:

EXEMPLE 2.5.  Trouver la température u(z, t) d'une tige de longueur L = 2,

isolée latéralement. aux conditions aux limites nulles :

u(0,t) = u(2m,t) =0, t=0,

et a la condition initiale

sinz, 0<z<m,
H{IED}:HTJZ{H | m<zr<2w

Prendre ¢ = 25.




RESOLUTION. ol

Sin X

Puisque la température est nulle aux bouts, on sait que les valeurs propres sont :

Ap = — = - n=12.3,...,

et que la solution est la superposition des fonetions propres correspondantes :
— nw 2
) =Y Bysi (— ) —Ant,
u(x,t) nzzl n Sin L:L‘ €

De la condition initiale. on obtient

Z B,, sin —:i-: = f(x).



sinrsiny = %[—cos(1:+y) + cos (z — y)].

By, ﬂﬂf f(z) sm—:.-:d;r;

— —f 3111:?:51]12:1:&:1:

o Jo

on a, sl n = 2,

B, Eﬂf [—cos +1)a+cos (5 —1)z] de

1 — n+2 “_l_ R
= T sin T
T o i n+2 2 0 n—2 2 0
270 1 LAV 1 . sm !
“on | n+23m(2 )"T n—ﬂsm(ﬂ )"'T ‘
Done pour n pair, n #£ 2 : B, = 0.

Pourn=4k+1,k=0,1,2,..., (c¢'est-a-dire pour n = 1,5,9,...),

1 1 1
Bn = — —n+2{—1]+ {—1)]

4
w(n? —4)’




etpourn=4k+ 3, k=0,1.2,..., (c'est-a-dire pour n = 3.7, 11, ...},

1 1 1
Bun=C | aatt m{“]]

. 4

T ow(n?—4)
Enfin, pour n = 2,

Br= L [ (“cos2e+1)da =

ﬂ—ﬂ/;(—l:[)ﬂ .'1:—|—] = —

La solution est done
4 1 4 3
u(z,t) = T sin (%) E_Emﬂ-l—i sin:-:e_%t—kﬂ sin (;) Ep

Fin




