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Partiel
Application de ’analyse a la géométrie - MVA006

1. (25pts) On considere la fonction réelle & deux variables réelles

TV (ay) £ (0,0)

fl@y) =9 22 +42
0 si (z,y) = (0,0)
(a) Montrer que la fonction f est continue sur R??

(b) Calculer les dérivées partielles premiéres de f d’abord au point
(0,0) ensuite en tout point (z,y) # (0,0).

(c) La fonction f est-elle de classe C' sur R?? Justifier votre réponse.

Solution:

a) Pour tout (z,y) # (0,0) on a 2+ y2 # 0 et f(x,y) est continue
comme étant la fraction de deux fonctions continues avec un denomi-
nateur non nul Pt 11 reste a vérifier la continuité en (0,0) :

premiére méthode:

2%yl _ 2?lay]
:L'2+y2 - 2

< |zy|

|f(z,y) — f(0,0)] =

et donc ( %irr}o O)]f(:n,y) — f(0,0)| =0, d’ou f est continue en 0(0,0).
x?y — b

deuxieéme méthode: par passage en coordonnées polaires

lim  f(z,y) = limr?cos?@sinf = 0 = f(0,0), VO Bptl
(y)—(0,0) =0

donc f est continue en 0(0,0) et pasuite f est continue sur R2[Ipt]



oz x dy y—0 Yy
0 Bpts]

. ~of o 22 + 312 - B
Soit (.%',y) 7& (070> : 81'(xy) =T y($2+y2)2 'et o (:c,y)

22 — o2
T Y Bt

(=% +y?)
¢) On a

22 2 A
g(l’ y) — 123/(902133;2/)2 S1 (l’, y) # (0? O)
O 0 si (z,9) = (0,0)

_9f

im
(2,y)—(0,0) ox

et donc gf(a:,y) est continue en (0,0) [Pts] Aussi 22 + 32 #
x

3}
0 Y(z,y) # (0,0) donc af(x,y) est continue en tout point différent
x

g—f(:v, y) = lir%r[cos2 0 sin §(cos? 043 sin )] = 0 (0,0) Vo
x r—

de (0,0) comme fraction de deux fonctions continues avec un dénomi-

nateur non nul/Ipt].

De méme
3 _z?—y? .
aﬁfl(:ﬁ7 y) — X ($2+y2)2 S1 ('1“7 y) # (07 O)
dy 0 si (377 y) = (07 0)
et of (z,y) = limr[cos® f(cos? § —sin? §)] = 0 = g(o, 0) Vo

lim —
<a:,y>~(g)o,o> dy r—0 dy
et donc a—f(x, y) est continue en (0,0) 2Pt ]. Aussi 22442 # 0 V(z,y) #
Y

0
(0,0) donc —f(x, y) est continue en tout point différent de (0, 0) comme

Ay
fraction de deux fonctions continues avec un dénominateur non nul
Ipt]. Finalement, f est continue sur R?, elle admet des dérivées par-
tielles d’ordre un qui sont coninues sur R? et parsuite f est de classe

C' sur R22pt].

2. (25 pts) Soit la fonction f(z,y) = z[(In(z))? + »?].

(a) Déterminer, D, le domaine de définition de f



(b) Chercher dans D, les points critiques de f

(¢) Etudier Iexistence et déterminer la nature des extremums locaux
dans D.

Solution:

a) D =)0, +oo[xR Bpts ],

b) Les points critiques de f sont donnés par
of
L (x, - 0
3y (z,9)

c’est a dire

{21n$+y2+ln2x -

0
2zy =0

comme x > 0 alors y = 0 et donc Inz(2 4+ Inz) = 0, ains les points
critiques sont

M(1,0), N(e2,0) Bpls+3pis]

2 2
¢)Soit A — gxé — 2(1 4 lng) BB, B = gyﬁ _ 20 BB, ¢ =
0% f B
oxdy

2y 2pts | soit

A C

D:‘CB

‘:4[1+lnx—y2] 2pts |,

D(1,0) =4 > 0 et A(1,0) = 2 > 0 donc M est un minimum local
2pts] et D(e2,0) = —4 < 0 donc N est un point de selle 2pts]

3. (50pts)

(a) On considere l'integralle doube I = [ [, zydzdy ou D est le
domaine borné de R? défini par

D={(z,y) eR? /| >0, y>0, 223 +4¥° <1}

On pose x = rcos® et y = rsin® 6.



1. Exprimer dzdy en fonction de dfdr
2. Exprimer le domaine D en fonction de r et 6

3. Utiliser ce changement de variables pour calculer I sachant
que f cos® z sin® zdzx = ﬁ cos 6x — 5% cos 2x — 51—120 cos 10z.

Solution:

an 2 3
1) J(r,0) = 3rsinfcos*0 cos® 0

— <2 2
3rcosfsin2f  sin30 | 3rsin“ 0 cos” 6 donc
drdy = 3rsin® 0 cos® 0dfdr BDLs]

2) x> 0ety > 0donccost > 0etsing >0 cest adire § € [0, 5]
Aussi z2/3 + y2/3 < 1 implique que r < 1. D’ou

D:ngmﬂ 6pts ]

3) I = fog de fol r2 cos® 0 sin® 0(3r sin? 0 cos? 0)dr Fubini fog cos® 6 sin® 0df x
fol r3dr [Bpts] = 1 [Apls]

80°

On considére lintegralle doube J = [ [, (y? — %)™ (2% + y?)dzdy
ol D est le domaine borné de R? défini par
D={(z,y) eR? JO<z<y, l<ay<4, y*—2?<1}

On pose u = zy et v = y? — x2

1. Hlustrer D par une figure dans le plan porté par xoy

D
2. Exprimer J(z,y) = (u,v) en déduire en fonction de z,y
%(ﬂﬁ, y)
le jacobienJ (u,v) = Dgz:gﬁ

3. Que devient le domaine D dans le repére uov

4. Utiliser ce changement de variables pour calculer I.

Solution:

1)Bpts |



3__
y
2__
D
1_
0 f f {
0 1 2 3
X
2) J(x,y) = ’ —y2:c 23; = 2(2% + y?) Bptslet donc J(u,v) =
1
———— [pts]
s
3) D =]1,4[x]0, 1]
1= [ldu [} v (@2 4+y?) 52 )dv- L[t du [ vtdv2DEs] =
x
u+1 4 n
1y [uH] — Lt §ln(u+ 1)} = 1(In 3) 2Dis]
(c) On considére le domaine D de R? défini par
2 Inz 1
D= {(z,y) e R* / O<y<—, y<- x < 2e}

Calculer l’aire de D.



Solution:

AD) = [£dz [/ dy+ [* do [ dy BDES] = [ 2 gy (2 1, 2Pts] —
t(In)?)§ + Inz)?° = 1 + In2] .
Noter que le point de recontre de deux courbes est 1“71 = % donc

Inz=1et z=elpis]




