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Solutions

Exercice 1 (25points) On considére I’équation différentielle :
y' -2 +y=(®+ax+1)e” (E)
1. Déterminer y, () la solution générale de I’équation sans second membre associée a (F).
(bpts)
2. Déterminer y, (x) une solution particuliére de (E). (10pts)
3. Déduire y (z) la solution générale de (E). (2pts)
4. Déterminer y; () la solution de (E) telle que y; (0) = 1 et 37 (0) = 0. (8pts)

— #¥Solution. 1

1. ESSM : ¢ — 2y +y =0
Son équation caractéristique est : A2 —2A+1=0<= (A—1)? =0

Donc on a une racine double A = 1

La solution générale de 1’équation sans second membre associée a (E) est

yg (z) = (Az + B)e”

2. m = —1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique donc la solution particuliére a

chercher est de la forme : y, = (az® + bz + ¢) e‘“”.
Yy, = (—az® —bx —c+2ax+b) e ® = (—az® + 2a—b)z +b—c)e™®
yy = (az® — (20 —b)x —b+c—2ax+2a—b)e * =e " (ax2+(—4a+b)x+2a—2b+c)

Onay’ -2y +y=2>+x—1 donc:
(az® + (—da+b)z+2a —2b+c)—2 (—az®+ (2a — b) z + b — ¢)+(az® + bz + ¢) = 2> +z+1

daz® + (~8a + 4b)  + 20 — 4b+ dc = &? + & + 1[1 point]

1
a=—
da=1 1488 3
Par identifcation on aura : —8a + 4b :_1 — = 1 = 1
2a —4b+4c =1 1—2a+4b 7
=S ==
4 8
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d’ou :

2 3z 7 :
wi =G+ rg)e

3. La solution générale de (E) est y = yq + v, soit

2

3 7
v@) = o+ Be+ (G + 4 1) e

Y . ¢ 3r 7T x 3\ _, .
Yy (x)=(Az+ B+ A)e +(_Z_Z_§+§+Z_l e~”| 2 points
7 3 7 3
! — . - = — — —_ - = 1
y(0)=B+ A 8+4 0= 4 8+ 1 1|2 points

Soit :

4
Exercice 2 (20 points) : On considére I’équation différentielle :
2y +y =a" (E)
oun € R.
Intégrer I’équation (E) en distinguant les cas ou z > 0 et z <0
____ ##Solution. 2
1. Siz > 0:|z| = x,’équation s'écrit : zy’ +y = =™
d d d K
ESSM : :U—y+y =0 = - Iny = —Inz + C = In— on trouve y, = —
dx Y T x x
K(z) , Kz-K
EASM : K=K (z) :yp = U= 2
, . Ks-K K _
azyp—l—yp:x = ————— + — =g
x x
xn+1 "
! 5 -
K :x”:>K:n+1 etdoncyp:n—_i_1
= = — oin
Y=Yg T z n+1 o

2. Six <0:|z| = —xéquation s’écrit : —zy’ +y = 2™

dy dy dzx .
ESSM:—x%—i—y:():>?=?=>lny=ln]a:\+01 alorsygzkx
EASM : y, = kz avec k =k (z) 1y, =k + k'z
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=Ty yp = o — —kz — Ko kr ="

n—1

/I ,.n—2 __lL‘ _ z" :
k'=—z donc k = n_1:>yp— 1 4 points
" -
y:kx—m 1p01ﬂt

Exercice 3 (25 points) Soient les intégrales

dx
I= | 2ax—x2dz et Jz/—
/ V2ax — x2

1. Montrer que 2az — 2% = a2 — (z —a)? (3pts)

2. En faisant un chagement de variable, calculer les intégrales I et J. (10 + 7 = 17pts)
cos zdx

V2sinzx — sin?z

3. Déduire la valeur de l'intégrale : K = / 5pts)

___ #Solution. 3

1. 2am—x2:2ax—x2+a2—a2:a2—(x2—2ax+a2):a2—(w—a)2

2. Posons x — a = asin# donc dx = acosfdf |1 point

et vV2az — 22 = y/a2 — (z —a)® = acosf |1 point

(a) I= /\/20,:13 — z%dz = /a2 cos? 8df | 1 point
1+ cos 26 a? sin 26
_ 2 _ -
=a / 5 do 5 (0—1— 5 ) +C -2 points

a2

2
=3 (0 +sinfcosb) + C = % <0+sin9\/1 —sin20) + C'| 2 points

2 B _ EPRY
:‘%(arcsm:”aM% 1_“”a—;>>+c
2 — —
:%arcsin$aa+$2a a2—(:13—a)2+C
(b) En faisant le méme calcul que dans (a) on trouve :
dz a cos 0df
J=| —==[——= [dd=60+C |4 point
Il el CLE
T—a
= i C. |3 points
arcsin a +
(¢) Soit u=sinx donc du:cosmdw
cos xdx du
K:/ = [ ——|1 point
V/2sinz — sin? ¢ v2u—u2

K est semblable & J avec a = 1

du
K:/—:arcsin u—1)+ C = arcsin(sinz — 1) + C | 2 points
oy = i nz -1

4
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Exercice 4 (15 points) Soit la zone (D) du plan (zOy) limitée par la courbe y = 22 — 4 et
la droite y = 3z

1. Tracer (D) (2pts)
2. Calculer l'aire de la région (D) (8pts)

3. Calculer le volume du solide généré par rotation de (D) autour de 'axe Ox. (5pts)

—_ #Solution. 4

1. Figure

10 + B
5__
D
f } — —f— — —
4 3 -2 1 1 2 3 4
l X
A 5T
-10 +

2. L’aire de la zone (D) est A = /(f (x) —g(x))dz

T1

Les points d’intersection sont A et B tels que 22 —4 =3z <= 22 -3z —4=0

3£5 zpa=—1 :

Alors
4

A=| [ ((39) - (22 - 9) da| = 2[5 poinss]

1
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3. Le volume de solide de révolution autour de ’axe oz est
X9 1

V=n /(f2 (z) —g*(z))dz| =7 /((390)2—(:132—4)2) dx

T 1 2
1

— | [ (~a* + 172? - 16) do| = o [5 points]

2

Exercice 5 (15 points) HNERISEEIING0)>UI DRGNS0 eI S AlOYISISIIN 1A

1
Z4n2—1

n>1

1. On considére la série :

(a) Montrer que cette série est convergente.(3pts)

(b) Décomposer le terme générale u,, = fractions simples. (5pts)

1
4n? —1
N
(c) Calculer la somme partielle Sy = Up. Déduire la somme de cette
n=1

série.(b + 2 = Tpts)

2. On considére la fonction 1

f(x):m

(a) Décomposer f (z) en fractions simples (5pts)

(b) Calculer /f(m) dx. (5pts)
b's

(c) Calculer Xlim f (z)dz (5pts)
1

— #Solution. 5

1
1. Le t énéral t = —
¢ terme générale est up = 5

1 1
dn2 —1  4n?’

. . . . 1
positifs. La série est donc de méme nature que la série de Riemann — donc elle est
n

convergente.

1 A B
b =
()4n2—1 2n+1+2n—1
— multiplions les deux membres par (n + 1) on obtient :
1 B(2n+1) 1 1
S W o B B - S = A=
Q-1 T Ton—1 M Ty 2

(a) Lorsque n est trés grand 4n? — 1 ~ 4n? donc les termes généraux sont
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— multiplions les deux membres par (2n — 1) on obtient :

1 A@n—1) 1 1
— B. Pown=-= B=—
@n+1)  @ntl) O rowmnT3 2

Alors :
1 1 1
= — 5 point
i@ D 2@ D

1 A B
bien : =
Ou bien 4n? —1 2n—{—1+2n—1
_(2n—-1)A+(@2n+1)B 2(A+B)n—A+B
N (4n? — 1) B 4n? — 1
A+B= 11
{—A+B:1 A= B=3

1 1

CtoN—1taN+

1 1 1
NEI})OSN Nﬂog( 2N+1) 2

)

2-f(33):4$2%1

1 A B

Z—1 2241 -1
— multiplions les deux membres par (z + 1) on obtient :

(a)

1 B2z +1) 1 1
———=A+———=. P =—— = A=—-
Qr—1) T w1 TOMTT g 2

— multiplions les deux membres par (22 — 1) on obtient :

1 A2z — 1)

1 1
= B. P =-=B=_al
2z + 1) 2z + 1) + our & = o 5 alors

1 1 1
- - - 5 point
f@) = 1 = 3@ 2(2x+1)

dx 1 dx 1 dx

(b) fmzzf(zx_n_zf(zxﬂ)

1 1 1
:Zln|2x—1|—zln|2x+1yzzln

o]+ € [F oo

x dz 1 2X —1 1
" e oy
© 7= 4“‘2X+1‘+4n3
Cox de 1 |2x-1] 1 1 —
Jom [ gy = dm e g g = s
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