Algebre linéaire pour GM Jeudi 03 novembre 2011
Prof. A. Abdulle EPFL

Série 6 (Corrigé)

Exercice 1
9 6 3
a) Calculer la décomposition LU de la matrice A= | 6 3 1
1 01
Sol.: On effectue la réduction de la matrice A jusqu’a obtenir une forme échelonnée.

On calcule au fur et a mesure la matrice triangulaire inférieure L (pour la premiére
colonne de L, on a l;y = 4% et ainsi de suile pour les colonnes suivantes).

9 6 3 9 6 3 9 6 3
A = 6 31 |—-10 -1 -1|—=]1]0-1 -1|=U
2 4
101 0 -2 2 0 0 3
1 00 10 0 1 00
2 2
s U1 s 3 |1 g 5 1
On a donc la décomposition A = LU,
1 00 9 6 3
L=]210 U=]10 -1 -1
i 2 1 0 0 4
9 3 3

b) Résoudre le systéme linéaire Ax = b, ou A est la matrice ci-dessus, en utilisant la

décomposition LU, avec b =

W N =

Ly = b (¢)

Sol.: Ax=0b <= LUz =0 < .
Ur = y.  (i7)

Solution de (i): y =

DO ol =
NI _

-3

Solution de (7i): x = | —

[NJ[eN]
=)



Exercice 2

Soit A =

N = O
DN = W
S =

a) Montrer que la décomposition LU de la matrice obtenue en permutant les lignes 1 et
2 de la matrice A s’écrit

PA=1LU,
ou P est une matrice élémentaire (matrice de permutation). Donner P, L et U.

Sol.: La matrice de permutation qui permute les deux premiéres lignes est donnée

010 4 1 1
par P=11 0 0 | etona PA=1] 0 3 1 |. Suivant la méme démarche qu’a
0 01 2 2 4
l’exercice 1 on obtient
4 1 1 4 1 1 4 1 1
PA = 031 |—=]1031]|—=(031]|=U
2 2 4 (N 00 3
1 00 1 00 100
O10f—=101TO0]—=(0T1S0]|=L
3 01 ;o3 | 33 1
On a donc la décomposition PA = LU,
1 00 4 1 1
L=]10 10 U=|[0 3 1
% % 1 0 0 3

b) Résoudre Ax = b, ou b = a l'aide de la décomposition PA = LU.

Sol.: Notons que Pb= et observons que

1
)
6
D
1
6
Ar=b = PAr=Ph = LUz=Ph = | 10 = 20 ()
Ur = y. (17)

D

Solution de (i): y=1] 1

3

1

Solution de (ii): =] 0

1



Exercice 3

a) Montrer que I'inverse de la matrice

est donné par

Sol.:

L7l —

1
0

0
1

0

0

Méthode 1. On calcule la forme échelonnée réduite de la matrice [L; I]:

Méthode 2. (sans calcul) La matrice L; correspond d une collection d’opérations élémentaires

sur les lignes. C’est la matrice qui soustrait la ligne © auz lignes 1+ 1, ..., n avec
des coefficients multiplicateurs respectifs liy1, ..., ;. Par conséquent, l"inverse
L' est donné par la matrice qui ajoute la ligne i auz lignes i+ 1,...,n avec

les mémes coefficients multiplicateurs.

b) Montrer que le produit de deux matrices L;, Lj,7 < j est donné par

Sol.: Si M est une matrice avec n lignes, le produit L; M correspond a soustraire la ligne
1 aux lignes © + 1,...,n de la matrice M avec les coefficients multiplicateurs respectifs
ln;i. On applique ce résultat pour M = L; en utilisant j > i.

liJrLl', ey

0

_ln,i

3

i1,

—lp,j

[Li I)— ...(d détailler) —[I L;].

0

1




Exercice 4

Soient A et B sont des matrices n X n. Montrer les assertions suivantes.

a)

Si A et B sont des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures alors le
)
produit AB est aussi une matrice triangulaire inférieure (resp. Supérieure).

Sol.: On suppose A et B triangulaires inférieures. On procede par récurrence sur la
dimension des matrices.

(initialisation) Pour n =1, le résultat est évident car toutes les matrices de taille 1 x 1 sont en

fait triangulaires.

(récurrence) On suppose le résultat vrai pour les matrices de taille (n — 1) x (n — 1) avec

n > 2. Soit A = (a;j) et B = (b;;) deux matrices triangulaires inférieures de
taille n x n. On note Ap—1)x(n—1) €t Bn—1)xm-1) les sous matrices obtenues en
supprimant la derniére ligne et la derniére colonne. On calcule:

0 0
AB — A(nfl)x(nfn B(n—l)x(nfl) :
0 0
anl st Qpp bnl e bnn

0

_ | Aw-uxe-1nBa-nx@m-1y

0

sk k .. .. k *k ann X bnn

Par hypothése de récurrence Am—1)x(n—1)Bmn—1)xn-1) est triangulaire inférieure,
donc AB est triangulaire inférieure. [

Dans le cas ou A et B sont des matrices triangulaires supérieure, on peut faire le
meéme raisonnement par récurrence.

On peut aussi déduire le résultat pour les matrices triangulaire supérieures a partir du
résultat pour les matrices triangulaires inférieures. Soit A et B des matrices triangu-
laires supérieures. On a ’égalité AB = ((AB)T)T = (BTAT)T. Le produit BT AT est
triangulaire inférieur comme produit de deux matrices triangulaires inférieures. Ainsi
AB est triangulaire supérieure.

Si A et B sont deux matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures) avec que des
coefficients 1 sur la diagonale, alors le produit AB est aussi une matrice triangulaire
inférieure (resp. supérieure) avec que des coefficients 1 sur la diagonale.

Sol.:  On utilise la méme méthode que pour la question a).

L’assertion est évidente pour n = 1. On suppose l’assertion vraie pour les matrices de
taille (n—1) x (n—1). Alors pour les matrices de taille n X n, on a apy = 1,bpy =1,
Apnbnn = 1. On conclut ensuite de la méme maniere. [

Si A est une matrice inversible triangulaire inférieure (resp. supérieure), alors A~!
est aussi une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure).



Sol.:

Méthode 1.

Méthode 2.

(sans calcul) On considére la forme échelonnée réduite [B  C] de la matrice
[A 1] (de taille n x (2n)).

La matrice C est obtenue dans l'algorithme de mise sous forme échelonnée en
multipliant des matrices élémentaires diagonales E(k,1) qui multiplient la ligne
i par k # 0 et des matrices élémentaires E(k,i,7) qui ajoutent k fois la ligne
it sur la ligne 7. Comme la matrice A est triangulaire inférieure, [’algorithme
de Gauss ne fait intervenir que des matrices F(k,i,j) avec j > i, c’est-a-dire
triangulaires inférieures. D’aprés a), C' est donc triangulaire inférieure.

En outre, comme A est inversible, on a B = I. De CA = B, on déduit que
A=Y = C est triangulaire inférieure.

On peut refaire une démonstration par récurrence sur la dimension comme au
a).

Le résultat est évident en dimensionn = 1. On suppose l’assertion vraie pour les

matrices de taille (n — 1) x (n — 1). Etant donnée une matrice n x n inversible
A, on note

0 Q1n
A Am—1)x(n-1) : A= Am—1)x(n=1) ]
0 Ap—1,n
Gn1 Tt Qpp dnl Tt dnn
On calcule le produit
a1101y

AA = A(”*l)x(nfl)"zi(nfl)x(nfn .0’216’111 + agsaan,

n ~
* * * i=1 AniQin

Comme AA™Y = I, on obtient

it —1
Am-1)x(n-1) = A1) (m-1)

ay1aiy, =0 = ay, =0

2101y, + A22Q2, = 0 = a9, = 0

a'n—l,ldln + an—l,Q&Qn + -+ an—l,n—ldn—l,n =0= ZLn—l,n =0

n

~ ~ ~1
Z Cnilin, = 1 = Qpy, = a,,, .
i=1

Ainsi, A™Y est triangulaire inférieure. [

Cas des matrices triangulaires supérieures. On peut conclure en utilisant le résultat
pour les matrices triangulaires inférieures. Si A est inversible, on a AA™! = A71A =
I. En transposant, on obtient (A~1)TAT = AT(A™N)T =1, ainsi A= = ((AT)=H)T.
Si A est triangulaire supérieure, alors AT est triangulaire inférieure, et donc aussi
(AT et A7 = ((AT)™DT est triangulaire supérieure.



Exercice 5

Donner un algorithme pour calculer 'inverse d’'une matrice A inversible de taille n X n, en
utilisant la décomposition LU. Combien d’opérations arithmétique 1'algorithme nécessite

t-il? (Ici on compte 1 multiplication + 1 addition comme une seule opération).
Sol.:

(a) On note A~! = (a1, s, -+ , ), avec o; vecteur de taillen X 1. T = (ey, e, ,€,),
€ = (07 707 1 707"' 7O)T'
1

AAilI[@AOZiZGZ’, 1=1,...,n.

En utilisant la décomposition A = LU, on L(U«a;) = ¢€;, i =1,...,n.

Soity; =Uq;, 1 =1,...,n. On obtient

Ly; = e;
{ Ua; = y;. (1)

On résout les n systémes linéaires ci-dessus, et on obtient (aq, -+ ,a,) = A7L

(b) L’algorithme de la décomposition LU, ot l'on calcule successivement les lignes de U
et colonnes de L, s’écrit:

pourk = 1,...,n,
k—1 _
Upj = akj—zllkrurj, j=k+1,...,n
Tt (2)
lik = Qife — Z lirurk /ukk, 1=k + 1, e, n,
r=1
fin

ot A= (ay), L = (l;j),U = (Ii).
(¢c) On calcule le nombre d’opérations nécessaires:

i) Opérations pour la décomposition LU, d’aprés [2]). Pour chaque coefficient uy;,
on effectue k — 1 additions & multiplications, soit k — 1 opérations. Pour chaque
coefficient L., on effectue k — 1 additions & multiplications, et une division, soit
k opérations. Le nombre d’opérations pour la décomposition LU est donc (voir

L s

cours) environ 3"

it) Le nombre d’opérations pour résoudre les n couples de systémes linéaires trian-
gulaires (II) est

30— 1)+ i1y = D D s

i=1 i=1 2 2

i11) Nombre total d’opérations:




Remarque: En fait, on peut calculer A=' en seulement environ n® opérations en s’inspirant
de la décomposition A = LU. L’idée est de ne pas calculer la matrice L, mais de calculer
directement la matrice L™".

Pour cela, on effectue directement une réduction de la matrice [A 1], et on obtient
avec Y p_o(nk + k) ~ ”73 opérations une matrice [U L7Y. Ainsi, on a calculé la matrice
U et la matrice L™'. Ensuite, puisque UA™' = L~! les colonnes oy, ..., de la matrice
A~ sont obtenues en résolvant les n systémes triangulaires supérieures Ua; = b; ol b; est
jieme colonne de la matrice L' calculée précédemment (environ n"; = %3 opérations).

Exercice 6

Calculer le déterminant des matrices suivantes.

a)

123 101
A=lo01 2|, B=|010|,
00 4 101
110 9 8 7
c=1220], D=|65 4],
00 3 32 1
103 4
0171
E=10 432
1121

Sol.:

A: L’idée est de développer par rapport a une ligne ou une colonne avec beaucoup
de zéros pour faire le moins de calculs possible.
On développe par rapport a la premiére colonne de A

1 2
detAzl-det<0 4>:4.

B: On développe par rapport a la seconde colonne de B, det B = 0. On peut aussi

remarquer que la matrice est non inversible (deux colonnes identiques), et donc
det B = 0.

C: On développe par rapport a la troisiéme colonne de C', det C' = 0. On peut aussi
remarquer que la matrice est non inversible (deux colonnes identiques), et donc

det C = 0.

D: On développe par rapport a la premiére colonne de D,

5 4 8 7 8 7
detD:9-det<2 1)—6-det<2 1>+3-det<5 4>:0.

E: On développe par rapport a la premiére colonne de E,

1 71 0 3 4
det E=1-det| 4 3 2 | —1-det| 1 7 1 | = &4.
1 21 4 3 2



b) Méme question pour AT, BT CT DT ET.

Sol.: La transposition ne change pas la valeur du déterminant. Les résultats sont
les méme qu’au a).

Exercice 7

9 6 3
Calculer le déterminant de la matrice A= 6 3 1
1 01

a) en utilisant le développement avec les cofacteurs,

Sol.:  On développe par rapport a la troisiéme ligne de A (ligne avec des zéros):

6 3 9 6
detA—1~det<3 1>—|—1~det<6 3>_—12.

b) en utilisant la décomposition LU.

Sol.: det A=detU. D’aprés l’exercice 4, det A = —12.

Exercice 8

Calculer les déterminants des matrices suivantes.

1 2 3 2 4 6
A=10 41 |, B=|04 1|,
1 3 1 1 31
0 41 1 6 4
c=1|12 31, D=0 41
1 31 1 31
Indication: Utiliser les propriétés du déterminant.
Sol.:
1 2 3 41
detA=det| 0 4 1 :det<1 _2>:—9,
01 -2

det B = 2-det A = —18, (linéarité par rapport a la premiére ligne),
det C' = —det A =9, (échange de deux lignes),
det D = det A = —9.

Pour la matrice D, l'opération élémentaire Ly = L1 — Ly redonne la matrice A, d’ou l’égalité
des déterminants.



Exercice 9

Pour quelles valeurs de ¢y, ¢o, c3 la matrice suivante est-elle inversible ?

1 1 1
A= Ci Cy C3
ad G

Indication: Montrer det A = (¢ — ¢1)(c3 — ¢1)(c3 — ¢2).

Sol.: , ,
1 ¢ c ; . . c &
T b "1 réduction partielle ! 5 by
AV=11 ¢ ¢ » 0 co—c1 53—
1 ¢ c3 0 c3—co &5—c3
Ainsi,

det A = det AT = (cy — c1)(e5 — ¢1)(c3 — c2).

La matrice A est inversible si et seulement si det A # 0. Ainsi A est inversible si et seule-
ment si ¢; # ¢j pour tout i,j = 1,2,3, avec 1 # j.

1 1 .. 1
Cl Cz .. Cn
En général, siA=| & & - | detA= T]] ‘appell
n général, si A = 1 2 n |, detA =TI (¢; —c¢i), s’appelle un
. . . 1<i<j<n
ngfl C;L*l . Cz—l

déterminant de Vandermonde.

Exercice 10

Soit A et B des matrices de taille n x n. Montrer que si A ou B est non inversible, alors

AB est non inversible.
Sol.:

Méthode 1. On utilise qu’une matrice carrée M est inversible si et seulement si le systéeme Mx = b
posséde une solution unique pour tout b.

Cas 1. Supposons la matrice A non inversible. Comme A est carrée, il existe un vecteur
b tel que le systéeme Ay = b ne possede pas de solution. FEnsuite, on posant
y = Bux, le systéeme ABx = b ne posséde pas de solution.

Cas 2. Supposons la matrice carrée B non inversible. Il existe un vecteur xqg # 0 tel que
Bxy = 0. Ensuite, on a ABxy = 0, ce qui montrer que la solution du systéme
ABx = 0 n’est pas unique. Ainsi AB est non inversible.

M¢éthode 2. Nous allons montrer la contraposée: Si AB est inversible, alors A et B sont in-
versibles. En effet, si AB est inversible, son inverse C = (AB)™! vérifie les égalités

ABC =1, CAB=1.

De la premiére égalité on déduit que A est inversible d’inverse BC, et de la seconde
on déduit que B est inversible d’inverse C A.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_de_Vandermonde

Méthode 3. On utilise la propriété du déterminant det(AB) = det(A) det(B). Ainsi, sidet(A) =0
ou det(B) = 0 alors det(AB) = 0. Une matrice carrée est inversible si et seulement
st son déterminant est non nul, d’ou le résultat. [

Exercice 11

Soit A = CCL Z ) une matrice 2 x 2. Montrez que si A est inversible, alors det A =
ad — be # 0.

Sol.: Méthode 1. La matrice A est inversible si et seulement si le systeme Ax = g a une

solution pour tout vecteur g € R?. La premiére colonne de A est nécessairement non nulle,
ainsi a # 0 ou ¢ # 0.

Cas a # 0. Une forme échelonnée de la matrice augmentée est

a b g1
0 —ada_bc 92— <

ad—bc

a

S’il existe une unique solution au systeme, alors
Ainsi ad — be # 0.

est un pivot, donc est non nul.

Casa=0. On a ¢ # 0. En échangent les lignes de la matrice, on obtient une forme
échelonnée de la matrice augmentée:

c d g
00 g

S’il existe une unique solution au systéme, alors ¢ et b sont des pivots, donc non nuls.
Ainsi be # 0.

On a donc montré dans tous les cas ad — bc # 0.

M¢éthode 2. D’aprés le cours, la matrice carrée A est inversible si et seulement si ses
colonnes sont linéairement indépendantes. On a donc pour tout (A, A2) # 0,

(1)on(2) e

On prend le cas particulier (A1, A\2) = (—=b, a) qui est bien non nul car la premiére ligne de A

0

est nécessairement non nulle. On obtient —be+ ad ) # 0. D’ou le résultat: ad — bc # 0.
O
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