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1. (15pts)Trouver le D.L.a I'ordre 3 au voisinage de 400, et de —oco de

Va2 +2z+3

fla) =
|z]
|\ /1+ 2+ 5 s , .
Solution: f(m):T:1+%(%+?)_%(%4_1%)2—’—%(54_?)34_%38(@:1+l+
=BG )+ e = 14 L4 b - b+ be()

2. (20pts) Considérons la suite (uy,), donnée par:

O<uyg<l1 et un+1:u"7ui

Démontrer que (uy), converge vers 0
Solution: u,41 — up, = —u2 <0 donc (u,) est décroissante. (5pts)

On a0 < wug < 1, supposons que 0 < u,, < 1. upt1 = up(l —uy) >0car u, >0et 1—u, >0 (5pts).
Aussi, upi1 = up —ud < up, <1 (5pts) et donc 0 < u,yq < 1 et parsuite 0 < u,, < 1 pour tout
n. Ainsi (uy,) est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente vers une limite [ (3pts) qui
vérifie | = 1 — [? donc [2 = 0 et parsuite [ =0 (2pts)

™

3. (20pts) Soit I,, = /2 (sinz)"dxr n > 2
0

(a) (14pts)En utilisant I'intégration par parties, établir une relation entre I,, et I,,_o

Solution: I, = fog (sinx)" !sinzdz. Soit u = (sinz)"~! donc du = (n — 1)(sinz)" "2 cos zdx et
dv = sinxdz et donc v = —cosz.

[ME]

I, = —(Sinx)”’lcosxlog—k(n—l)/ (sinz)" "2 cos® zdx
0

= (n-— 1)/0 [(sinz)" ™% — (sinz)"]dx
= (n - 1)[In—2 - In}

finalement

(b) Calculer Iy, I; et déduire I3 et I3
Solution: (6pts=1.5x4)Iy = fO% dr=7%; I = fog sinzdzr = — cos x|0% =1, L=
2 2
TIl =3
3 3




4. (20pts)Calculer :

shx
10pt —d
(@) (0pts) [0 da
— [dlchz) _ 11
I'=[ %5 =2 t¢
dz
b) (10pt —_—
(b) (10pts) [ =T
dt
Soit ¢ = tanx donc dt = (1 + t?)dx et [ = /— Soit:
( ) (1+t2)(1+1)
1 at+b c
= . (Ipt
G o0+y 1+e 1ve 19
t+b 1
c+(1—|—t)cll+7+t2 “13p et pour t — —1, on a ¢ = 4.(Ipts)
1
at+b+(1+t2)1i+t:1—+tetlorsquet—>i€@onaai+b:%+ietdonc
(a+b)i+b—a=1
soit
b—a =1
b+a = 0
donc b=1 (1pt),a= 3 (1pt) et
1 —t+1 1 dt 1 1 1
125/ 1++tz dm+§ 1—“:—zln(1+t2)(2pts)—|—iarctant (2pts)+§ln(1—|—t) (2pts) + ¢

Choisissez de répondre a une de deux questions 5 ou 6 suivantes:
5. (25 pts)On considére ’équation différentielle de premier ordre
’ 2
y +2zy =e” 42 (1)

Vérifier, en utilisant le changement de variable z(z) = y~!(z) = ﬁ, que I'équation (1) est équivalente
a l'équation différentielle linéaire de premier ordre en z(x) :

2 — 2wz = —e" (2)
Trouver la solution z(x) de 'équation (2) et en déduire celle de (1)
Solution:(8pts) z (z) = —y~ 2y (z).

On a
y Py 2yt = e
2 42wy = et
Y — 2y = —ev

’

(5pts):Soit équation 2z —2zz = 0 (3) et donc 2 = 9gsoit Inz = 22 +cte et 2 = ce®” est la SG de (3)
z

(8pts): Soit z(x) = f(ﬂz:)e'162 la SG de (2). Ona z = f (x)e”’z + 2xf(m)e‘”2. Par substitution dans (2)
on obtient:

et donc

est la SG de (2)



6. (25pts)Résoudre I’équation différentielle linéaire de deuxiéme ordre
y —2y + 5y =cos2x (1)

En déduire la solution de (1) qui vérifie : y(0) = 7+ et ¥ (0)=0

Solution: (7pts) Soit I'équation caractéristique: A — 2\ +5 = 0 (3) dont A = 1 + 2i est une racine
complexe et
yg = €%(c1 cos(2z) + co sin(2x))

est la SG de I’équation homogene(2) associée a (1) :
y =2 +5y=0 (2)

(10pts): f(x) = cos2z est de la forme e** (p(x) cos Bz + g(x) sin fz) avec « = 0,6 =2, p=1,4 = 0.
de sorte que « 4 i = 2i n’est pas une racine de (3). On pose

yp(x) = acos2z +bsin2z, oua,beR

comme solution particuliere de (1).

y;j = —2asin2z 4 2bcos2x; y = —4acos2x — 4bsin2z = —4y,(x). Par sibustitution dans (1) on
obtient:
Yp — 2ylp = cos2x
cos2x(a — 4b) + sin2z(b+4a) = cos2x
soit
a—4b = 1
4a+b = 0
a=1; b= 717 et y, = 1-(cos 2z — 4sin 2z)
(3pts): la SG de (1) est y =y, + yy = € (c1 cos(2z) + cosin(22)) + 1= (cos 2z — 4 sin 2z)
(5pts):On a y(0) = +; et donc cre® + = = & cad ¢; =0 et y = c2e” sin 2z + - (cos 2z — 4sin 2z).

’

2
y = ca(e”sin 2z + 2e” cos 2x) + ﬁ(_ sin 2x — 4 cos 2z)

yl(O) =0 donc 2¢y — 18—7 =0etcy = _%.

La solution de (1) qui vérifie les conditions initiales est

4 . 1
y = —ﬁel sin 22 + ﬁ(COSQ.’L‘ — 4sin 2x).




