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1. (15 pts)Trouver le D.L.à l�ordre 3 au voisinage de +1; et de �1 de
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2. (20pts) Considérons la suite (un)n donnée par:

0 < u0 < 1 et un+1 = un � u2n
Démontrer que (un)n converge vers 0

Solution: un+1 � un = �u2n � 0 donc (un) est décroissante. (5pts)

On a 0 < u0 < 1; supposons que 0 < un < 1: un+1 = un(1� un) > 0 car un > 0 et 1� un > 0 (5pts):
Aussi, un+1 = un � u2n < un < 1 (5pts) et donc 0 < un+1 < 1 et parsuite 0 < un < 1 pour tout
n: Ainsi (un) est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente vers une limite l (3pts) qui
véri�e l = l � l2 donc l2 = 0 et parsuite l = 0 (2pts)

3. (20pts) Soit In =
Z �

2

0

(sinx)ndx n � 2

(a) (14pts)En utilisant l�intégration par parties, établir une relation entre In et In�2
Solution: In =

R �
2

0
(sinx)n�1 sinxdx: Soit u = (sinx)n�1 donc du = (n � 1)(sinx)n�2 cosxdx et

dv = sinxdx et donc v = � cosx:

In = �(sinx)n�1 cosxj
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(b) Calculer I0; I1 et déduire I2 et I3
Solution: (6pts=1.5x4)I0 =
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4. (20pts)Calculer :
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(b) (10pts)
Z
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Soit t = tanx donc dt = (1 + t2)dx et I =
Z

dt
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Choisissez de répondre à une de deux questions 5 ou 6 suivantes:

5. (25 pts)On considère l�équation di¤érentielle de premier ordre

y
0
+ 2xy = ex

2

:y2 (1)

Véri�er, en utilisant le changement de variable z(x) = y�1(x) = 1
y(x) ; que l�équation (1) est équivalente

à l�équation di¤érentielle linéaire de premier ordre en z(x) :

z
0
� 2xz = �ex

2

(2)

Trouver la solution z(x) de l�équation (2) et en déduire celle de (1)

Solution:(8pts) z
0
(x) = �y�2y0(x):

On a

y�2y
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(5pts):Soit l�équation z
0 �2xz = 0 (3) et donc z

0

z
= 2x soit ln z = x2+ cte et z = cex

2

est la SG de (3)

(8pts): Soit z(x) = f(x)ex
2

la SG de (2): On a z
0
= f

0
(x)ex

2

+ 2xf(x)ex
2

: Par substitution dans (2)
on obtient:

f
0
(x) = �1
f(x) = �x+ c

et donc
z = (�x+ c)ex

2

est la SG de (2)

(4pts): y = 1
(�x+c)e

�x2 est la SG de (1)
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6. (25pts)Résoudre l�équation di¤érentielle linéaire de deuxième ordre

y
00
� 2y

0
+ 5y = cos 2x (1)

En déduire la solution de (1) qui véri�e : y(0) = 1
17 et y

0
(0) = 0

Solution: (7pts) Soit l�équation caractéristique: �2 � 2� + 5 = 0 (3) dont � = 1 + 2i est une racine
complexe et

yg = e
x(c1 cos(2x) + c2 sin(2x))

est la SG de l�équation homogène(2) associée à (1) :

y
00
� 2y

0
+ 5y = 0 (2)

(10pts): f(x) = cos 2x est de la forme e�x(p(x) cos�x + q(x) sin�x) avec � = 0; � = 2; p = 1; q = 0:
de sorte que �+ i� = 2i n�est pas une racine de (3): On pose

yp(x) = a cos 2x+ b sin 2x; où a; b 2 R

comme solution particulière de (1):

y
0

p = �2a sin 2x + 2b cos 2x; y
00
= �4a cos 2x � 4b sin 2x = �4yp(x): Par sibustitution dans (1) on

obtient:

yp � 2y
0

p = cos 2x

cos 2x(a� 4b) + sin 2x(b+ 4a) = cos 2x

soit �
a� 4b = 1
4a+ b = 0

a = 1
17 ; b =

�4
17 et yp =

1
17 (cos 2x� 4 sin 2x)

(3pts): la SG de (1) est y = yp + yg = ex(c1 cos(2x) + c2 sin(2x)) + 1
17 (cos 2x� 4 sin 2x)

(5pts):On a y(0) = 1
17 ; et donc c1e

x + 1
17 =

1
17 càd c1 = 0 et y = c2e

x sin 2x+ 1
17 (cos 2x� 4 sin 2x):

y
0
= c2(e

x sin 2x+ 2ex cos 2x) +
2

17
(� sin 2x� 4 cos 2x)

y
0
(0) = 0 donc 2c2 � 8

17 = 0 et c2 = �
4
17 :

La solution de (1) qui véri�e les conditions initiales est

y = � 4

17
ex sin 2x+

1

17
(cos 2x� 4 sin 2x):
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