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Exercice 1 (20 points) : Soit la fonction réelle

e* —cosx

fz) =

sinh z

1. Déterminer le domaine de définition de f

2. On voudrais développer f a l'ordre 3 au voisinage de 0. Expliquer pourquoi f admet un
développement limité généralisé en 0.

3. Pour avoir un D.L.G. de f a l'ordre 3, jusqu’a quel ordre faurdait-il développser chacune
de ses composantes ?

4. Donner le D.L.G. de f en 0 & l'ordre 3.

5. Déduire que f est prolongeable par continuité en 0 et donner la fonction g(z), prolonge-
ment de f(x) par continuité en 0.

6. Quelle est ’équation de la tangente en 0 & la courbe de g ainsi que sa position par rapport
a cette courbe

— #SOLUTION. 1
1. sinhz # 0 donc x #0 (2 pts)

2. Le premier terme du D.L. de e* — cosx est x de degré k = 1, celui de sinhx est x de degré
I =1. Comme k > donc f admet un D.L.G. en 0. (3 pts)

3. Pour avoir un D.L.G. de f a I’ordre 3 il faut développser chacune de ses composantes & 1’ordre
3+1=3+1=4. (2pts)

4 f(2) = (1—1—3:4—%—1—%24—%4—:546(93))—(1—§+%+x46(x)) _ x+m2+%—l—m45(:p) _

z+ % + z4e(z) x + %3 + z4e(z)

l—i—:}c—l—%—i-x?’s(x) B
1+%2+:Jc35(x)
1+3+% +3%()| [1- £ +2%()| = 1+2+% - £ - £ 1 2%(a).

flx)=14z— %3 + 23e(z). (8 pts)

5. lin% f(z) =1 finie, donc f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est
Tr—

et —coszx
e 0
9(z) = sinhz " 7 (2 pts)
1 si =0
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6. g(x) =1+z— 2 +2%(z), Vo € V(0), y =1+ est Péquation de la tangente a (Cy) en
0 (1 pt). g(x) —y =~ —%3 qui est négative a droite de O et positive a gauche de 0. La
tangente traverse la courbe. (Cy) est au dessous de (7') a droite de 0 et au dessus de (T') a
gauche de 0.(0 est un point d’infléxion). (2 pts)

4

Exercice 2 (20 points) On définit la suite récurrente (u,) par

TUp — 5
up + 1

Upy1 = avec ug = 8.

L(@S@j@%z?if

domaine de définition.

. Calculer la dérivée de f et vérifier que f est croissante sur son

(b) Sachant que u,+1 = f(u,), n > 0. Utiliser a) pour montrer que w, > 5 et que (uy)
est décroissante..

(¢) En déduire qu’elle est convergente et trouver sa limite.
2. (a) Montrer par récurrence que 0 < u, — 5 < (%)n_1 .
(b) En déduire lim w,.

n—oo

— #SOLUTION. 2
1. (a) f'(z)= (ler21)2 >0, Vx # —1, donc f est croissante sur son domaine. (2+1 = 3 pts)
(b) up =8 > 5 supposons par récurrence que u, > 5 et montrons que u,4+1 > 57

En effet, u, > 5 et f est croissante donc f(u,) > f(5) = 32 = 5 donc uyq1 > 5 et
parsuite u, > 5, Vn € N. (4 pts)
D’autre part, u; = f(ug) = f(8) = % = %7 < 8 = wup. Supposons par récurrence que
Uy < Unp—1 €t montrons que Up1 < Up?
En effet, u,, < u,—1 et f est croissante donc f(uy) < f(un—1) c’'est a dire u, 1 < uy, et
(up) est décroissante. (4 pts)

(¢) (up) est décroissante et minorée donc elle converge vers une limite [ € R (1 pt), comme
f est f est continue sur [5,8] alors [ = f(I) (1 pt)c.a.d

2—6l+5=0

I =1 est a rejetter (u, >5), donc l =5. (1 pt)

TUp — 5 2uy, — 10
2. Upy1—H= u:+1 _ :ﬁ < 2(up —5) Vn €N, car u, > 5 (2 pts). On a
1
uy — 5} < g(uo — 5)
1
'LL2—5 S *(U1—5)
3
1
Uy — 5 < g(unfl - 5)
et par multiplication memebre & membre et aprés simplification, on obtient
1
un =5 < (3)"(uwo—5) (2 pts)
1
Up—5 < (g)"_1 car ug = 8. (1 pt)
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D'on 0 < u, —5< (4)"7.
3. 0 < lim(u, —5) < lim ()" =0, d'ot limu, = 5. (1 pt)

Exercice 3 (25 points) Calculer :
3x+2
1. | ———d
/:c2 +3z+5 “
eIE
2. | ——dx
/\/62’” -1

2sinzx cosx
3. , 5 dx
4 —4sinx — cos*x

____#SOLUTION. 3

1. 224+3x4+5:A=9-20<0.2’+3z+5=(z+3)> - 9+5=L+(z+3)>=] [1 - (—2w+3)2} :

V11
3z + 2 r+2 2r+3-3+2
—————dr = 3|2 —dr = [ = 8 dr — 3ln(z? _
/:c2+3:c+5x 3/332—1—39v—|—53IC 2 2+ 3x+5 v il - e == 8
é/d_m
2) 22 +3z+5
2
. dz dz \/ﬁdx
Soit J = /— = i/— = i.@/— = Larctan(%”) +
2 11 2x43\2 11 2 2x+3\2 11 11
2%+ 37 +5 1+ (577) 1+ (2222 VI i
¢ (10 pts)
e’ d(e®)
2. —dw:/—:ar coshe® 4+ ¢ 5 pts
/\/62‘”—1 Je@rE_1 O F (5 pts)
3. f(mr—x) = —f(x), soit t = sinz, dt = cos zdz.
/ 2sinx cos do — / 2tdt B / 2tdt
4 —4sine —cos?x ) 4—4t—1+t2 ) 2 —4t+3°
2t 2t a b
= = .Ainsia=—-1,b=3.
P43 G-DE—3) t-1 g msia=-1b=3
2sinx cosx dt dt
= — % Ao = 31 = —1 -1 = =
/4—4sinw—cos2:vdx ft_l + 3ft_3 3In(t — 3) n(t ) + ¢ 3
inz—3)3
lnk(ssinz_l). (10 pts)
<

Exercice 4 (15 points) Utiliser un changement de variable convenable pour montrer que
pour toute fonction intégrable f, on a

/abf(a:)dm = /abf(a+b—a:)da:.

Déduire la valeur de l'intégrale
T zsinzx
1= — 5 dz
o l-+cos*x
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#SOLUTION. 4

mtt—a—i—b—x dt = —dz. On a

/fa—i—b—a:dac—/f —dt) /f t)dt = /f )dz. (3 pts)

1 4 cos?(m — x)
—marctan(cosx)|§ — I (3 pts)

—T ™ ™ 7T2

I=5lg-g=7 @rh)

™ — :L‘ SlIl ™ — I
T zxsinx sin x _
0 T4cos? xd /0 dzx (2 ptS =7 fO T+cos? wdm

o
0 Treos?zd® (3 pts) =

Exercice 5 (20 points)

1. Résoudre I’équation de Bernouilli suivante : xy’ = 3y + x5y%

2. Résoudre I’équation de second ordre y” + y = cos2x

____#SOLUTION. 5

1.y =3 Sy=z Ayt/3 ou y=1/3y 3 y2/3 = gt (B)

Soit z = y2/3 donc 2’ = %y*1/3
qui est une équation line’aire en z(z).(1 pt)

La S.G. delESSMz——z—OestZ—expf das—k:w ts)

f(x).x? = 22% (1 pt) donc f(z) = %%3 +ec (1pt) Smt z =

(x
2
9%
parsuite la S.G. de (B) est y = 23/2 = (225 + c ) . (1 pt)

2.y +y=cos2z (L)
La S.G. de (L) est y = yq + yp

racine de (3)
Yg =c1cosx + copsinz (3 pts)

Yp = acos2x + bsin2z (2 pts)

(4 pts) Parsuite

. 1
Y = c1C08T + cosinx — gcos%:

est la S.G. de (L).(1 pt)

4 r_ 2

(2 pts) et (B) devient : %z/—%z =ziouz -2z =24 (L)

2p
Posons z = f(x).z® la S.G. de (L), (1 pt) on a 2z = f'(z).z? 4+ 2zf(x) et (L) donne :
= 22° + c2? 1a S.G. de (L) (1 pt)et

yy est la S.G. de y" +y = 0 (2) d’équation caracte’ristique : 72 +1 = 0 (3); r = 7 est une
yp est une S.P. de (L). On a f(x) = cos2z et 2i n’est pas racine de (3) donc on pose

On a yp, = —2asin 2z + 2bcos 2z et y; = —4acos2x — 4bsin 2x = —4yp
y; + yp = cos2x = —3(acos2z + bsin2x) = cos2x donc a = —3 Lb=0et Yp = —%cosQ:c.
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