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1. (20pts)

1
(a) Donner le D.L. de T2 a l'ordre 4 au voisinage de 0 en déduire le D.LL de arctan  au voisinage

+ 22
de 0 a l'ordre 5

arctan x
(b) Soit f(x) = ———. Développer f en 0 a l'ordre 2, en déduire que f est prolongeable par
sin x
continuité en 0 et que son prolongement admet une droite tangente & sa courbe en 0 qui est

paralléle a ’axe des abscisses

(¢) Donner une valeur approchée de arctan(0.3)

Solution:

|4
23 x°

=arctanz = x — — + — + z°¢

1 [t
(a) (2Pts+5pts)1+7x =1-—2%+ 2%+ 2%(x) et donc /m 3 3 (x)

= =
0

(b) (6pts pr le DL; 2pts pr le prolongeent; 2pts pour la tangente)
3

x
- + 23 (x) 11— %2 + 2%e(z)
x— % +ax3e(x) 11— “”6—2 + x2e(x)

lim f (z) = lim(1— {22+ z%(x)) = 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et son prolonge-
xTr—>

r—0
arctanx .
{ —— si z#0

fz) = = (1-Z 422(2))(1+% +2%(z)) = 1 - La+a2(x)

ment est

g(x) = sinx

si =0

Onag(z)=1- éxQ + 22%¢(z) au voisinage de 0 et donc y = 1 qui est paralléle & axe des = est
la tangente a la courbe de g en 0

(c) (3pts) arctan(0.3) ~ 0.3 — % + % ~ 0.291 49

2. (20pts) On considere les suites (uy,)

3u, + 2

O%n T 4 -1
Un+2’ %)

Un4+1 =

(a) Utiliser la calculatrice pour donner une valeur approchée a4 10~ prés de chacun des termes uy, us
et us

(b) Montrer par récurrence sur n que 0 < w, < 2 pour tout n >0

(c) Montrer que —z% + x + 2 > 0 pour tout = € [0, 2]

1 1
(d) Montrer que pour tout n € N, |upy1 —2| < i‘u" — 2| en déduire que |u,, — 2| < o



(e) Déduire la nature de (u,) et donner sa limite

(f) Montrer que (u,,) est croissante en déduire sa nature et en retrouvant sa limite

Solution:

(a) (1.5pt) ug = 1.6666; uy = 1.9090; wug = 1.9767

4
(b) (4pts) On a 0 < ug < 2 supposons par récurrence que 0 < u, < 2. On a up4+1 = 3 — T Or
Uy,
1 1
2<u, +2<4etdonc - < < % ainsi —2 < < —1 et parsuite
4 Uy + 2 Un +

1 < up41 < 2 parsuite 0 < Uppq < 2

On en déduit que pour tout n on a 0 < u,, < 2
(c) (2pts) Les racines sont z; = —1 et zo = 2 ainsi —z? + z + 2 > 0 pour tout = € [—1,2] et donc
— 224+ 2+2>0pour 0 <z <2

4 Up — 2 . . Uy — 2 1
(d) (4pts+3pts)On a upi; —2=1— i u: o ainsi [tny1 — 2| = |u: n 2| < §|un — 2| car
|un, + 2| > 2.
1
lun —2| < §|un71 -2
1
|un71 - 2| < §|un72 - 2|
1
|U1—2| < *|U0—2|
2
par multiplication membre & membre on en tire
1 1
lun — 2| < ﬁ|u0*2|:27
() On a 0 < lim |u, — 2| < lim 5 = 0 d'odt lim u, = 2 c’est donc une suite convergente qui
n—oo n—00 n—oo
converge vers 2
2
— 2
(f) (Bpts+1pt+1.5pt) upt1 — up = % > 0 d’apres ¢) car 0 < w,, < 2 ainsi (up) est
u
croissante et comme elle est majorée pgr 2 alors elle devient convergente. Soit [ = limu,,. On a
n—oo
3l+2
l= 1:2 cest a dire — 12 +1+2=0
on obtient, [ = —1(a rejetter car u, > 0) ou | = 2 acceptée.

3. (20pts) Reésoudre les équations différentielles en y(x) suivantes:

(a) y' —2y +y=(a®+1)e”
(b) ¥ = ylzy®+1)




Solution:

(a) (ye : 3pts; yp - 5ptb :2pts)
ET1: ESSM.: vy — 2y’ +y=0
Equation caractéristique : 72 — 2r +1 = 0. c’est a dire (r — 1)2 = 0. on a donc une racine réelle
double r = 1. La S.G. de PTESSM est

yg = 1€’ + cowe”
Et 2: SP de ’équation initiale (I):

Le second membre est f(z) = (22+41)e® est produit d’un polynéme de degré 2 et de I’exponentielle
de . Comme « = 1 est une racine de I’équation caratéristique alors posons

yp = 2%(az? + bx + c)e”

une soluion particuliere de (I)

On a
y = (az* + (da+b)z® + (3b+ c)2® + 2cx)e”
v = (az* + (8a+b)z® + (12a + 6b + )z + (6b + 4c)x + 2¢)e®
En remplacant dans (I) on trouve a = 1,b=0,c = 1 et donc
1 1
Yp = (2$4+2332)6m

et la solution générale de (I) est y = yg + yp

(b) (passage de (B) a (L) :3pts; solution de (L) :5pts; solution de (B): 2pts) y —y = xy* (B) est
une équation de Bernouilli d’ordre 4 On obtient

yly —yP=u

Posons z = 3~ donc 2 = —3y‘4y/ et ’équation (B) est équivalente a

1.

—=z —z = =z

3

2432 = =3z (L)
Posons u = z + et donc u’ = z/, on obtient

u +3u=0
—3x 3 AN & 3 1

la solution est u = ce™3* donc z = ce™>* — z et la solution générale de (B) est y° =

ce™3T — g

4. (20pts) Calculer

dx
(2) /xQ —2r+5
3
(b) / 8 2 a

s x

Solution:

1

)2 _ 2 _ z—1 _ -1 2

(a) (10pts)a? — 2z +5 = (x —1)2 +4 = 4[1 + (57)* et [ = 4f1+(1 ;= 2/1+(
arctan(Z31) + ¢

3
(b) (10pts) Soit f(x) = COS4 T ona f(m —x) = —f(z). Posons t = sinx, dt = coszdz

I /1—t2dt/ 1+1+ 1 N 1+
= —— —_ C = — C
t2 3t3 t 3sin®x  sinz




5. (20pts) On définit, pour tout entier n > 0 et tout x > 0 :

o,(2) = [ (o

(a) (14pts) Etablir une relation entre ¢, (x) et ¢,,_;(x)
(b) (6pts=2+2+2)Donner expression de ¢y, ¢y et ¢

Solution:

(a) Soit u = (Int)"” donc du =n(Int)""'1dt; dv=dt et v =1

6, = t(Int)"]¥ — n/lw(lnt)"ldt

on obtient

¢n = LE(IIIIE)” - n(rbnfl(w)
zlnx — fozdt =zlnx —=z
r(lnz)? —2(zlnx — )
x

(Inz)? — 3[z(Inz)? — 2(xlnz — 7))

(b) n=1:¢(x)
n=2:¢,(z)
n=3:¢s(z)



