ISSAE

Cnam-Liban LBC 101 TD5 J.Saab

1. Soit X = xa% + ya% un champ de vecteurs sur R2. Trouver les courbes intégrales de X. Donner une représen-
tation géométrique.

~N\\\tryp 2777
SN N NY w7
SOS N X NT4 7 7 7 _7
~—<s- s~ ~x RT4 » =» = _—=>
i sl | ANl g
<——f'zr e_'zé 1—“~\ sésﬁ»%
— = &= » _5__\‘ ENE N S
2 £ ¥ V]IV N N S\~
2 ¥ ¥/ h+V N N D\ N\
7 7 /4 PN N N O\

2. Soit X = e‘”% un champ de vecteur sur R2. Donner les courbes intégrales associé a X.
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3. On considére les champs X, Y sur R? :
9 0 0 J 0 0 5 0
X =(x 1)8x+$y8y+xzaz, Y—xax—i-yay—i—l"cz %

(a) Les champs X,Y sont-ils des champs de vecteurs sur S? = {(z,y,2) € R3 / 2% +y? + 22 = 1}?
(b) Soit f: R3 — R? I'application définie par

fl@y,2) = (u=2"~-10=yz)

0

Trouver les points p(z,y,1) € R? tels que fi ,X, = (ua— w ) £(p)-
u v

4. On se donne sur R? les champs de vecteurs:

. 0 s,
X = sm(xy)%—kﬁy%
g 0
VY = 29 - 2
x@m oy



on se donne les formes différentielles
o =2ydr — 3dy; [ =dr—2xdy

Calculer:a A § et puis (o A B)(X,Y)

5. Soit M = {(x,y) € R> / x>0}. et Soit f: M — R, la premiére projection

\/($2+y2)3 T \/(m2+y2)3 y

(b) Donner la matrice associée a f, relativement aux bases {6%7 a% et {2} de x(M) et x(R) respectivement.
En déduire (f.)q(X,) ot ¢ = (1,0)

(c) Veérifier que si p,p € M tel que f(p) = f(p') et p#p alors (fup)(X,) # (fop )(X)

(a) Montrer que X (z,y) = est un champ C*° sur M

6. On considére dans R3 le champs X = 2% — a% —+ 3% Soit I’application:

f: R3 — RS
(x,y,2) —  (r,0,2)

Exprimer X en coordonnées cylindriques, ¢ & d calculer f, X

7. On considére l'injection du cylindre unitaire d’axe oz, dans R?® donnée par:

f(0,2) = (x =cosb,y =sinb,z = z) ou d €)]0,27[, z € R

et soit go = dz ® dz + dy ® dy + dz ® dz la métrique canonique sur R3. Donner la métrique g associée & g
induite par f sur S?

xdy — ydx

2 + 92
Pensemble {(r,fe) € R? / — % < 6 < 23X} I'application inversible ¢ & valeurs dans R*\{(0,y) | y < 0} par
o(r,0) = (rcosf,rsinf). Calculer p*w

8. Soit Pouvert U de R?\{(0,0)} et la 1— forme différentielle w(x,y) = définie sur U. On définit sur

9. On suppose que

a = ﬁzﬂdx—k%wdy
p = zf_de mQj— 51y
0
0
Y = —y% xa—y

Calculer a A B et (a A B)(X,Y)
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10. Soient a; ; , b; ; les composantes d’un tenseur < ) . Sia; jo'z’ = b; jx'x’ pour des valeurs arbitraires x*.

Montrer que

(a) aij+a;i=bi;+0bj:



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) Siaij:ajietb”: jialorsaij:bij

Soient a’ 7 les composantes d’un tenseur symétrique < 0 > et b; ; les composantes d’un tenseur anisymétrique

( (2) ) . Calculer a’ jbl-j avec i,j = 1,2.

. . 0
Soient a; j, b; ; les composantes de deux tenseurs symétriques ( 9 ) tels que

a; jbr 1 —a; 1bj &+ a; kb —ag b; ;=0

Montrer que a; ; = Ab; ; pour un certain réeal \.

. i 1
Soient aj les composantes d’un tenseur ( 1 > . Montrer que:

J
(b) si det(a) = —1 alors det(a’ + 6%) = 0

(c) sidet(a}) =1 et (a}) est d’ordre impair alors det(a’ — 5;) =0

(a) sia} vérifie ajaf = 53 alors det(a%) = £1

0 ) et d’un tenseur (

0
2 1

Soient a; ; et b; les composantes d’un tenseur symétrique ( ) respectivement. On

suppose que ces composantes vérifient
aijbk-FCLj kb + ay ibj =0;4 4, k=1---n

Montrer que I'on a a; ; = 0 pour tous 7 et j ou bien b; = 0 pour tout i.

Soit V un e.v. de dimension n et {e1,---,e,} est une base de V. Soit {w1, - ,w,} la base duale et soit
a € ®9V. Montrer que:

n . .
(@) a= > ale,e))w @w
i, j=1
(b) Soit {u1,--- ,u,} une autre base de V telle que a(e;, e;) = a; 5, o(us, uj) =b; j, u; = cj»ei. Exprimer
b; ; en fonction de ay, ;.

Soit V' un e.v de dimension n, wi,---w, sont des 1-formes sur V. Montrer que {w1y, - ,w,} est libre si et
seulement si
Wi A Awy #0

Soit V un e.v de dimension finie. Un élément § € AV est di homogeéne de degré k si § € A¥V, et un élément

homogeéne de degré k > 1 est dit décomposable si et seulement s’il existe k éléments 01,02, .- . 0% de A1V tels
1 k

que 0 =60"AN---NO".

(a) Calculer 6 A 6 lorsque 6 € AFV est décomposable

(b) SidimV > 3 et 0',0% 6,0 sont linéairement indépendants, la 2-forme 6* A 6% 4 0 A 0* est-elle décom-
posable?



(¢) Montrer que si dim V' < 3 alors tout élément homogene de degré k > 1 est décomposable.

(d) SidimV = 4, donne un exemple d'un élément homogéne non décomposable. (Prends un élément de A2V)

18. Soit A un tenseur ( 2 ) sur un e.v V qui vérifie:
Aijrr = —Ajik
Aijrkr = —Aijuik

SOitSijklZAijkl—FAiklj—‘rAiljkZO.MOHtI"erque

(@) Ai jri1=Ar1i;
(b) Si A(v,w,v,w) = 0 pour tous v,w € V alors A = 0.

19. Pour toute fonction réelle de classe C' sur R3 :
f:R*—R
le gradient de f est un champ de vecteurs sur R? donné en coordonnées cartésiennes par

of 0 _of 9 _of &

Vf=—-— —= —=
/ OrOdx 0Oydy 0z0x
Soit
qg: R3 — R3
(u,v,w) — (r=u?+v*P+w,y=—u?+2w z=—u®+0v>—w)

(a) Montrer que g représente un changement de variable local. La fonction g est-elle un changement de
variable global?

(b) Montrer que les coordonnées curvilignes (u,v,w) sont orthogonales et donner la matrice associée a la
meétrique h dans les systéme de coordonnées (u,v,w)

(¢) Exprimer Vf dans les coordonnées (u, v, w)




