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Exercice 1 (20 points) Soit f la fonction linéaire donnée par :

f:R — Ro[z]
(a,b,c) +—— (a+b)z?+ (b+c)x+ (c—a)

Donner une base de Ker f et déduire si f est injective ? surjective ? inversible 7
Donner une base de Im f.

Donner la matrice A qui représente f dans les bases canoniques de R? et Ro[z].

=W o=

Soit B' = {22 —1,22%+2z, 2} une base de Ry[z]. Montrer que la matrice A’ qui représente
f dans la base canonique de R? et la base B’ de Ry[x] est donnée par

1
A=

S O =
o~ O
Ol\?h—\l

5. Utiliser A’ pour :

(a) remontrer si f est inversible.

(b) trouver les composantes de f(u) sur la base B, ot v = (—1,2,1)

Exercice 2 (20 points) On considére le systéme différentiel linéaire homogeéne donné par

dX x(t)
— =AX ou X(t) = | y(t) |;soit
dt
2(t)
d
ggtc = z4+2y—=z
(S): Cd;z = 2z +4y—2z
d—i = —T—-2y+=z

1. Trouver la solution générale de (S).

2. Justifier que la matrice du systéme A est diagonalisable. Donner A, la matrice diagonale
semblable & A ainsi que la matrice de passage P de la base canonique de R3 a la base
propre associée a A. Déduire A™, n € N*.
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Exercice 3 (15 points) On considére dans Ma(R), muni des lois + et -, le sous-ensemble
U suivant :
a c
Uz{AGMg(R)/A: ( e b )}

1. Montrer que U est un s.e.v de M3(R), en donner une base et la dimension

2. On consideére le s.e.v V', engendré par

1 0 0 2
M1—<0 _1>etM2—<1 0>

Montrer que { M7, Ma} est une base de V'
3. Donner une base et la dimension du s.evU +V:i={u+v /uecUetveV}

0 0
Exercice 4 (15 points) :Soit X = Yo + 5, un champ de vecteurs sur R? — {(0,0)}.
x y

1. Ecrire le champ X en coordonnées polaires

d 0
X = a(r, 9)5 + b(r, 9)%

2. Déterminer les courbes intéglales de X et vérifier qu’elles sont des cercles concentriques
de centre O.

Exercice 5 (30 points) Pour toute fonction réelle de classe C* sur R? :

f:R*—R

le gradient de f est un champ de vecteurs sur R? donné en coordonnées cartésiennes par

of 0, of 0, 9f &

Vf=—-— —= ==
/ Ordx Oydy 0z0x
Soit
T R3 — R3
(u,v,w) — (r=u?+v®P+wy=—u?+2w,z=—u?+v?—w)

1. Montrer que ¢ représente un changement de variable local. La fonction ¢ est-elle un chan-
gement de variable global 7

2. Soit g = dx ® dx + dy ® dy + dz ® dz la métrique canonique de R? muni des coordonnées
(z,y, ) et soit h = i*g la métrique induite de g par 4 sur R®*muni des coordonnées (u, v, w).

hX,Y) = g(i,X,i.Y)

ol i, est 'application tangente associée & i.

(a) Donner les vecteurs : i*(a%), i*(%)’ i*(a%)

(b) Donner la matrice représentative de h
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(¢) En déduire que les coordonnées curvilignes (u, v, w) sont orthogonales.

3. Exprimer (Vf )(y,,w)dans les coordonnées (u, v, w) en fonction des dérivées premiéres de

t(u,v,w) = (f oi)(u,v,w) = f(i(u,v,w))

o Formulaires o

Rappel 1 :

1. Pendomorphisme f est injectif si ker f = {0} et elle est surjectif si Im f = R?

2. La matrice de f est inversible si f est injectif et surjectif

3. 8i X = (z;)p = (;) g ot B et B’ sont deux bases et P = Pp_ p alors (z;) = P~1.(2;)
dX (t

4. Systeme différentiel (.5) : de)

(a) Si A est diagonalisable on a {V1, V5, V3} une base propore de R? associée aux v.p \;, i =
1,2,3 de A. La S.G de (5) est

=AX :

Y = 1Y) + coYs + c3Y3; Y = ety

(b) Si A n’est pas diagonalisable :

i. Si P4()\) n’est pas scindé, on a A1 une v.p réelle et Ao, Ay deux v.p complexes de A.
Soit V7 et V4 deux vecteurs propres associés & A1 et A9 respectivement.

Y1 = MLV, Yy = Re(e21.V3), Y3 = Im(e21.15)

La S.G. de (S) est Y = c1Y] + Yo + c3Ys.
ii. Si P4(A) est scindé mais dim Ey; # mult();) :
- Sion a A1 v.p simple et A2 v.p double avec F), = < V; >,i =1,2: Soit V3 tel

que
(A=2D)V3 =V;

et soit
Yy =M, Y, = eV, Yy = (Vaub + Va)e .

La S.G de (S) est Y = 1 Y1 + e2Ya + ¢3Y53.
- Sion a A est une v.p de A de multiplicité 3 alors on a deux cas :
» FE), =<Vj, V5> :Dans ce cas on considére V3 tel que (A — \oI)V3 =V,

YI = 6>\1't.V1,Yé = e)‘l‘t.Vg,Yg = (Vét + Vé)eAQ't.
La S.G de (S) est Y = 1Y7 + c2Y2 + ¢3Y5.

» FE)\ =<V >: Dans ce cas on considére V3 tel que (A — A\I)Va =V on prend V3
tel que (A —A)V3 =V,

t2
Y| = eA't.Vl,YQ = eA't.(Vl.t + Vz), Y3 = (Vl.i + Vot + Vg)e)"t

La S.G de (S) est Y = 1 Y1 + c2Ya + ¢3Y53.
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Rappel 2 :
1. Une courbe intégrale (7) de X est

telle que CC% = X(y(t)) et v(0) = (x,y)

2. La solution générale de ' +z=0est z= c1cost + cosint avec cq,co € R.

Rappel 3 :

1. Festunse.vdunev Esi(F #®; siuve€ Falorsu+véeF;siu€ Fet\eR alors
A € F)

2. Si Fest uns.e.vde F et dimF =dim E alors F' = E
3. {v1--- vy} est une base de F si {vy---v,} engendre F, c’est a dire VX € F, X s’écrit

X =aiv1 + -+ apvy,

ou les a; € R et si {vy---v,} est libre c’est & dire si ajv1 + -+ + apv, = 0 alors tous les
a; = 0.Dans ce cas dim F' = n.

Rappel 4 :

1. <, > est un produit scalaire s’il est bilinéaire, symétrique et défini positif
Si A est une matrice qui définit le produit scalaire < , > alors < X,Y >=! X AY
L’application tangente f, n’est autre que le Jacobien de f

{e;} est une base orthogonale relativement & <, > si < e;,e; >=0Vi # j

AT O

Procédé de Schmidt : Si {v1,v2,v3} est une base non orthogonale alors on pose

< vy,€1 >
|lex]]?

sachant que || X2 =< X, X > . Aussi, €3 = v3 + Ae1 + pes avec

g1 = v, €2=U2+>\€1 ou\N=—

_<U3,€1> u__<1)3,82>
lexl® |le2|?

On obtient {e1, 2,3} comme une base orthogonale

6. Si
R 0 0
h=| 0 K2 0
0 0 h3
est une métrique canonique définie sur une base orthogonale { —, —, —
Oq1" 0g2 " g3
10 10 10
= 77f€1 + 77f€2 + !
h1 8q1 ho aQQ h3 aq{’)
a o0 0

ou {ey, ez, e3} est Porthonormalisée de {a—ql, Ee 87(]3}

Vf
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