LBC101 1/5 Maths Appliquées

Institut Supérieur de Sciences Appliquées et Economiq |e cham

Centre du Liban associé au Liban
I
Conservatoire National des Arts et Métiers

Mathématiques Appliquées (LBC101)
Final 2018-2019 3h :00
Centre de : Beyrouth

€ Documents Autorisés : Calculatrice non programmable
¥ En Annexe un formulaire regroupant les algorithmes et les principaux résultats

Examen proposé par : J.SAAB au centre de Beyrouth et les antennes regionales

Exercice 1 (40 points) On considére I’endomorphisme de R3

f: R3 — RS
(x,y,2) — (x4+y—2z,—x—2y+2z,—x—3y+32)

1. Donner la matrice de f , A = M(f),dans la base canonique de R?

2. Déterminer Im f et ker f , en donner une interprétation géométrique. Trouver une base
de chacun d’eux.

3. f est-elle injective 7 surjective ?

4. Déduire |A[, le déterminant de A

5. Montrer que le polynome caractéristique de A est P4(\) = A3 — 202 + ), en déduire les
valeurs propres de A et les vecteurs propres associés.

6. La matrice A est - elle diagonalisable ? Justifier votre réponse !

7. Soit B = By U By une base de R3 ot Bj est une base de Im f et By est une base de
ker f. Donner la matrice de passage de By la base canonique de R? & B.

8. Déduire les composantes de X = e; + 2e9 — e3 sur B.

dX
9. On considére le systéme différentiel linéaire homogéne donné par e AX ou X(t) =
(t)
y(t) | ; soit
z(t)

dx
- = rT+y—=z
t

(S): —ZZ = —xr—2y+2z
z
— = —-1-3y+3
a Y+ 32

Trouver la solution générale de (5).

0 0
Exercice 2 (15 points) :Soit X = U + g un champ de vecteurs sur R? — {(0,0)}.
L Y

1. Ecrire le systéme différentiel linéaire de premier ordre relatif aux courbes intégrales
(C(ilf,y) (t)) de X
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2. Vérifier que ce systéme différentiel est équivalent a

SO-3) = 0
x(t) = y ()
Clz,y) (O) = (‘Iv y)

3. Déterminer les courbe intéglales de X et vérifier qu’elles sont des hyperboles ou des lignes
droites.

Exercice 3 (45 points) On considére 'espace R? muni de ses coordonnées cartésiennes (21 =
z,79 = y,r3 = 2). L’espace des champs de vecteurs sur R?, y(R3) est engendré par la base

ey = —,€; = —,e, = —}. On considére la forme bilinéaire g sur y(R?) donnée par la
oz’ Y oy 0z
matrice
1 01
g=10 10
1 0 3

1. Montrer que g définit un produit scalaire sur x(IR3)
0 0 0 0 0 0
2.8it X = X1 — 4+ X2 -+ X3~ V=V 4+V2 - 4+V3 - € yR3.D 1
o Ox * oy + 0z’ Ox + oy * 0z X(R?). Donner le
produit scalaire < X, Y >= g(X,Y).
3. Exprimer g sous la forme tensorielle
4. Soit f l'application du changement de variable associé aux coordonnées cylindriques
f: U=]0,+00[x]0,27[xR —> R3
(1 =r,y2=0,y3=2) — (xr1=rcosb,xo =rsinf, x3=2z)

F 3
X3
M
: w2
- , . L
__d___}'._% I ! L
- I
Kl _________-_-_'_-,.:_ .
M’
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/ ! !
c’est a dire pour M (z1,x2,23), M (x1,72,0) on a 0 = (0x1,0M ), 7= |[oM ||,z = 3.
L’application f permet de transporter la métrique g définie sur (R3, (z1, 22, 23)) en une
métrique h définie sur (R3, (1,0, 2)) grace a 'équation

o 0 o 0
hij=Ma—3—)=<45-5— 9lflg ) o5 -
(a) Donner les composantes de fi(—=—— 3 ) dans la base {—} pour i, j =1,2,3.
Yi
(b) Donner la matrice de la métrique h et exprimer h sous la forme tensorielle. En
o 9 0
déduire que { — 5 90’ 95 —} n’est pas une base orthogonale de x(U).
(c) Utiliser le procédé d’orthogonalisation de Schmidt pour trouver {e; = e,,ea =
0

eg,e3 = e, } la base orthogonale de y(R3) obtenue a partir de la base {8 ' 59 82}

(d) Soit L la métrique h dans la base orthogonale {e,, eg,e.} c’est a dire L = (I; ;) avec
l; j = h(es, e;). Donner la matrice L.

(e) Soit t le champ scalaire défini sur (E, (1,0, z)) par
t(r,0,2) = r’cosf + 23

Donner le gradient de t.
(f) Bonus : On rappelle que e, ® e, € ®)E*. Donner la matrice de e, ® e, sachant que

g 0 0
{dr,df.dz} est une base duale de {a ' 38" 82}

2 Formulaires &

Exercice 1 :

1. I'endomorphisme f est injectif si ker f = {0} et elle est surjectif si Im f = R3

2. La matrice de f est inversible si f est injectif et surjectif

3. Si X = (z;)p = () 5 ot B et B’ sont deux bases et P = Py_  alors (z;) = P~.(z;)

ax()
dt

(a) Si A est diagonalisable on a {V1, V5, V3} une base propore de R? associée aux v.p \;, i =
1,2,3 de A. La S.G de (5) est

e~

Systeéme différentiel (.5) : =AX :

Y = 1Y) + Vs + e3Ys; Y = MY

(b) Si A n’est pas diagonalisable :

i. Si P4(\) n’est pas scindé, on a A\; une v.p réelle et Ao, Ao deux v.p complexes de A.
Soit V7 et V5 deux vecteurs propres associés & A1 et As respectivement.

Y1 = MUV, Yy = Re(e21.V3), Y3 = Im(e21.15)

La S.G. de (S) est Y = 1Y7 + c2Y2 + ¢3Ys.
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ii. Si P4(A) est scindé mais dim Ey; # mult(\;) :

que
(A= XI)V3=V3

et soit
Y, = 6)‘1't.V1,Y2 = 6)‘2't.V2, Y3 = (Vg.t + VE;)eAQ't.

La S.G de (S) est Y = ¢1Y1 + caYa + ¢3Y3.
- Sion a A est une v.p de A de multiplicité 3 alors on a deux cas :
» FE)\ =<V, V5> :Dans ce cas on considére V3 tel que (A — \oI)V3 =V,

Y =MV, Y = MV, Vs = (Vaut + Va)e?2 .
La S.G de (S) est Y = ¢1Y1 + oY + ¢3Y3.

tel que (A — M)V =V,

t2
Yi=eM, Yo =M (Vt+Vh),Ys = V1.5 + Vet + Vs)ett

La S.G de (S) est Y = ¢1Y1 + oY + ¢3Y3.

Exercice 2 :
1. Une courbe intégrale () de X est
v: o Ja, b — R?
t = (x(),y®)
d
telle que - = X (1(1)) et 7(0) = (&)

2. La solution générale de y" —y=0esty=cre !+ coel avec c1,co € R.

Exercice 3 :
1. <, > est un produit scalaire s’il est bilinéaire, symétrique et défini positif
2. Si A est une matrice qui définit le produit scalaire < , > alors < X,Y >=! X AY
3. L’application tangente f, n’est autre que le Jacobien de f
4. {e;} est une base orthogonale relativement & <, > si < e;,e; >=0Vi # j
5. Procédé de Schmidt :  Si {v1,v2,v3} est une base non orthogonale alors on pose

< v9,€1 >

€1 =101, €2 = Vg + A1 o0 A\ = — B
|leall
sachant que || X||? =< X, X > . Aussi, e3 = v3 + \e1 + pea avec

< v3,€1 > < V3,89 >

A=y ==
ez Bk

On obtient {e1,e9,£3} comme une base orthogonale

6. Si
R 0 0
h=| 0 K2 0
0 0 n}

- Si on a A; v.p simple et Ay v.p double avec E), = < V; >,i = 1,2 : Soit V3 tel

» FE)\ =<V >: Dans ce cas on considére V3 tel que (A — AI)Va = Vj on prend V3
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0

—,—,—} alors
dq1" Oqo (9613}r

est une métrique canonique définie sur une base orthogonale {

_lof 1of  19F
vi= I dgy * ha 0gs > * hs gs

o 9 0

ou {ey, ez, e3} est 'orthonormalisée de {a—ql, 90’ ﬁ_q;;}
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